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Chapitre 1

Introduction

Dans [21], Fontaine et Mazur ont fait la conjecture suivante :

Conjecture 1.0.1. (Fontaine-Mazur) : Soit F' un corps de nombres. Une représen-
tation p-adique irréductible de Gg est géométrique si et seulement si elle est isomorphe
a un sous-quotient de Hiét (X@, Qp(r)> ®q, E oui,r € Z et X est un schéma propre et
lisse sur F.

Un cas particulier de cette conjecture est aussi connu sous le nom de conjecture de
Fontaine-Mazur :

Conjecture 1.0.2. (Fontaine-Mazur)’ : Soit p : Gg — GL2(E) une représentation
wrréductible géométrique qui n’est pas une tordue a la Tate d’une représentation paire
de Gq se factorisant par une extension finie de Q. Alors p ~ ps(r) ot f est une forme
modulaire parabolique et r € Z.

La premiere approche de la conjecture de Fontaine-Mazur a été donnée par Wiles et
Taylor [37], [36]. Ils ont montré comment déduire la modularité d’une certaine classe de
représentations galoisiennes p-adiques a partir de la connaissance de la modularité de
leur réduction modulo p. Ensuite, d’autres arithméticiens ont établi des théoremes de
relevement de modularité pour les représentations potentiellement Barsotti-Tate et, plus
généralement, des représentations de poids de Hodge-Tate petits [16], [15],[8]. Un point
crucial de ces articles est que pour prouver un théoreme de relevement de modularité, il
suffit de montrer qu’un certain anneau local de déformation est formellement lisse. Dans
[8] Breuil, Conrad, Diamond et Taylor ont considéré des représentations potentiellement
Barsotti-Tate et ils ont énoncé une conjecture qui prédit quand ’anneau de déforma-
tion local associé est formellement lisse. Cette conjecture a été généralisée par Breuil et
Mézard dans [10]. Rappelons brievement son énoncé. Considérons les données suivantes :

i. k est un entier > 2;
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ii. 7:Gal(Q,/Qp") — GL2(Q,) est une représentation de noyau ouvert qui s’étend &
Gal(Q,/Qp) (on Gal(Q,/Qp") est le sous-groupe d’inertie) ;
iii. p, : Gal(Q,/Qp) — GLa(F)) est une représentation de noyau ouvert satisfaisant
Endg, jca@, /0, (Pp) = Fr-

Soit O 'anneau des entiers d'une extension finie de Q, dans @p tel que 7 soit a va-
leurs dans GLg(O) et p, & valeurs dans GL2(O/mp). Mazur a montré qu'’il existe une
O-algebre locale noethérienne complete R(p,) de corps résiduel O/me et une représen-
tation continue p,™" : Gal(Q,/Qp) — GL2(R(p,)) se réduisant modulo I'idéal maximal
de R(p,) sur p, et possédant la propriété d’étre une déformation universelle de p. On
montrera ce résultat de Mazur dans la section 3.2 en suivant [17].
Dans 'article [10], Breuil et Mézard ont conjecturé (pour k < p) que les déformations de
type (k,7,1) sont paramétrées par un quotient R¥(k,7,p) de R(p) puis ils ont conjec-
turé la “taille” de RY(k,,p). Notons fig.(k,7,p) la multiplicité de Hilbert-Samuel de
RY(k,7,p) ® O/me. L’idée est que I'entier teal(k, 7, p), purement galoisien, peut étre
prédit par 1’étude de certaines représentations p-adiques de GLg(Z)). Plus précisément,
dans 'appendice a [10], Henniart montre que ’on peut toujours associer a 7 une unique
représentation d’image finie o(7) de GLa(Zp) (sur Q,) caractérisée par le fait suivant :
si m est une représentation lisse irréductible de dimension infinie de GL2(Q,) telle que la
restriction a l'inertie de la représentation de Weil-Deligne associée a 7 par la correspon-
dance locale de Langlands est isomorphe & 7, alors 7 contient o(7) (lorsque l'on restreint
7 & GL2(Zp)). On définit alors la représentation p-adique de GLa(Z,) suivante :

o(k,7) = o(r) &g Sym*~2(@}).

I s’agit d’une représentation de dimension finie de GL2(Z,), donc elle contient un O-
réseau Ly, ;, stable sous I'action de GL2(Zp). On a :

(Lkr @0 F)® = P ostm)
n,m
ol 0 = Sym"F? ® det™ avec n € {0,1,...,p— 1} et m € {0,1,...,p — 2}. On pose

Haut = Naut(ka T, ﬁ) = Z CL(TL, m)ﬂm,n(ﬁ)

n,m

Ol fi(n,m)(P) est un entier positif bien défini.
La conjecture de Breuil-Mézard s’énonce alors ainsi :

Conjecture 1.0.3. (Breuil-Mézard-Kisin) jigq(k,T,p) = pau(k, T, D).

Dans [26], Kisin a montré que ’égalité est vraie lorsque I’hypothese suivante est satis-
faite :



Hypotheése 1.0.4. Soit E' une extension finie de Q,. Soit V un E’-espace vectoriel de
dimension 2 muni d’une action continue de Gq,. Supposons que V' soit potentiellement
semi-stable de type (k,7,1). 1l existe un Opr-réseau admissible I1 a caractére central 1)

tel que V(II) ®o,, E' — V et tel que o(k,7) — [l ®0,, E' soit une inclusion GLa(Zy)-
équivariante.

Dans ce travail on se propose de montrer le théoreme suivant, qui établit une inégalité

entre les deux multiplicités précédemment introduites.

Théoréme 1.0.5. Soit k un entier > 2 et w le caractére cyclotomique modulo p. Soit
7 : Ig, — GL2(E) un type galoisien et ¢ : Gg, — O™ un caractere continu tel que
T/Jng_ck |1, ~ det 7.
Supposons que

p: GQP — GLQ(F)

est soit absolument irréductible soit une extension non triviale de ws par wi, ou wWi,ws :
G@p — F* sont des caractéres distincts avec wi # wwa.
Alors :

,U’gal(k;) T, p) g Maut(kj7 T, ﬁ)

LQ(Qp)
LQ(ZP)
représentation de GL2(Q,) sur laquelle R¥(k, 7,p) agit via les coefficients. Cette repré-

sentation fera le lien entre pau(k, 7,p) (liée & o(k, 7)) et RY(k,7,p) ® FF.

L’idée est de construire a partir de I'induite compacte ind a «0(k,T) une “grosse”
§2
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Chapitre 2
Préliminaires

2.1 Notations

Nous adopterons les notations suivantes :

Dans tout le rapport, p est un nombre premier impair. On fixe @p une cloture algébrique
de @,. On note Gg, le groupe de Galois absolu de Q, et Wy, le groupe de Weil. On
note Ig, C Gq, le sous-groupe d’inertie et I@i‘” le sous-groupe d’inertie sauvage. Soit
Xeye : G, — Z, le caractere cyclotomique p-adique.

On note Z, 'anneau des entiers de Q, et [, le corps résiduel de Z,. On fixe F une
extension finie de IF,,. On fixe aussi une extension finie totalement ramifiée £/W (IF)[1/p]
d’anneau des entiers O dont on choisit une uniformisante m € O, et un caractere continu
Y : Gg, — O*. Pour E'/E extension finie de E, on note Op 'anneau des entiers de £’
et mg une uniformisante de E’. On normalise les isomorphismes de la théorie du corps
de classes local de telle sorte que les Frobenius arithmétiques s’envoient sur les inverses
des uniformisantes.

On note G = GL2(Qy), K = GLa(Zy), K1 = Id + pM3(Zy) et Z le centre de G que 1'on
identifie & Q. On note aussi I C GLa(Z,) le sous-groupe d’Iwahori de G, composé des
matrices dont la réduction modulo p est triangulaire supérieure.

2.2 Induite compacte et opérateurs de Hecke

Soient H un sous-groupe ouvert et compact modulo Z de G et o une représentation lisse
de H sur un F-espace vectoriel V, de dimension finie. On considére la représentation
indgo, qui est le F-espace vectoriel des fonctions

f:G—=V,
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localement constantes, a support compact modulo H et telles que f(hg) = o(h)(f(g))
(h € H,g € G) sur lequel G agit par (¢'f)(g) := f(g99'). Pour g € G et v € V,;, on note
[9,v] : G — V,, Pélément de ind%o qui vérifie les conditions suivantes :

[9,0](¢') -v=0(g'g)sig € Hg!
[9,v](¢') =0sig € Hg™ '

Autrement dit, [g, v] est Punique élément de ind% o & support sur Hg~! tel que [g,v](g~!) =
v. On a g(lg',0]) = [gg',v] et si h € H, [gh,v] = [g,(h)u].
Lemme 2.2.1. Si f est un élément de indga, on peut ’écrire sous la forme f =

Y icilgi,vi] ot I est un ensemble fini, g; € G et v; € V.

Démonstration. Comme le support d’'un tel élément f est compact modulo H, ¢’est une
union finie de classes a droite disjointes Hyg, L 11 suffit donc de poser v; := f (9; 1). O

Lemme 2.2.2. (Réciprocité compacte de Frobenius). Soit m une représentation lisse de
G sur FF. Alors :

Homg (ind% o, ) = Homp (0, 7| ).

Démonstration. L’image de ® € Homg(ind%o, 1) est donnée par v — ®([1y,]) si v €
Vy. L’image de ¢ € Homp (o, 7|g) est donnée par @ : [g,v] — g(¢(v)) (9 € G,v € V).
® est uniquement déterminée par le Lemme 2.2.1. O

Définition 2.2.3. L’algébre de Hecke de ind%o est :
H(H, o) := Endg(ind%o).

C’est une algebre pour 'addition et la composition des endomorphismes. Elle n’est pas
commutative en général.

Lemme 2.2.4. (a) Le F-espace vectoriel H(H, o) est naturellement isomorphe au F-
espace vectoriel Hy (o) des fonctions ¢ : G — EndpV, a support compact modulo H
telles que :

¢(h1ghs) = a(h1) o ¢(g) o o(h2)

pour tous hi, ho € H et g € G. Si l’on note T, l'opérateur correspondant a la fonction
©, on obtient de maniére explicite que pour tous g € G et f € indga :

T,(Ng) = D eld) g 9.

gHeG/H

(b)En particulier, action de T, sur [g,v] € ind$o est donnée par la formule suivante :

To(lg,v) = > logseld ).

g HeG/H
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(c) Soient @1, 2 deux fonctions dans Hy (o). Alors Ty, 0 Ty, = Topouy, » 0U

prxp1(g) = v Y (p1(y) o paly ' 9))(v)
yeG/H

Démonstration. (a) Par le Lemme de réciprocité compacte de Frobenius on a H(H,0) =
Homy (0, ind%o|gr). On associe & ¢ Vopérateur T, € Homp (o, ind%o|z) défini par la
formule suivante :

Ty(v) := (g — ¢(9)(v)), pour tous g € G,v € V.
On associe & T' € Homy (o, ind% o) la fonction @7 définie par
or(g) == (v— T (v)(g)), pour tous g € G,v € V,.

La deuxieme partie de I’énoncé est immeédiate en utilisant la construction explicite de la
bijection du Lemme 2.2.2.

(b) Découle du (a) et du Lemme 2.2.1.
(c)On constate que @1 * @3 € Hy (o). On applique deux fois la formule du (a) :

Tpo Ty (H)(g) = D eay) Y. wil@)fz 'y 'g)
yeG/H ceG/H
= Y D ewwly ()
yeG/H z€G/H
= D (p2re1)f(z ')
z€G/H
= T9D2*501 (f)(g)

2.3 Classification des poids pour GLy(Z,)

Dans cette section, on notera I' := GLy(FF,) le groupe des matrices inversibles a coeffi-
cients dans IF,,, et on fixe un plongement de [F, dans F.

Définition 2.3.1. Un poids pour K est une représentation lisse, continue et irréductible
de K sur[F.

Le lemme suivant permet de ramener ’étude des poids a 1’étude des représentations irré-
ductibles de GL2(F,). Commencons par un résultat classique de la théorie des groupes :

Lemme 2.3.2. Soit G un groupe fini d’ordre p" et soit V un Fj,-espace vectoriel non
nul sur lequel G agit. Alors VC # 0.
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Démonstration. Soit x € V, x # 0, et soit W C V le sous IF)-espace vectoriel non nul
engendré par {gzr,g € G}. G étant fini, W est un ensemble fini de cardinal p™ avec
m > 0. Comme G agit sur le groupe additif W, on a W = ][, Gw; pour un ensemble
fini {w;} d’éléments de W. On a |Gw;| = p™ pour tout i, avec n; = 0 si et seulement si
w; € W&, donc p™ = |W| = pc+ |[WE| ot ¢ est un entier. La condition m > 0 implique
que p divise [IW&|, et comme W # (), on obtient [W| > 1 : il existe y € V, y # 0 tel
que y € W& c VY, O

Lemme 2.3.3. Tout poids est trivial sur Ky. Par conséquent, tout poids se factorise a
travers I'.

Démonstration. Soit o un poids. Par hypothese de continuité, o est trivial sur un sous-
groupe ouvert U de K. Comme K est un pro-p-groupe, K1 /U N Kj est un p-groupe,
donc le Lemme 2.3.2 assure que l’espace des invariants sous ce quotient est non nul.
Comme ’espace des Ki-invariants est stable par K, on peut conclure que o est trivial
sur Kj grace a l'irréductibilité de o. La deuxieme partie suit de l'exactitude de la suite
suivante :

1 K, GLy(Zp) —— GLy(F,) —— 1

O]

Définition 2.3.4. Sir € N, on note Sym"(F?) la représentation de dimension v+ 1 de
I' définie par Uaction naturelle de T' sur la base canonique de F2.

La représentation Sym”(F?) s’identifie & la représentation d’espace sous-jacent
D, Fa %y’ sur lequel I' agit par :
(¢5)2""y" = (az + cy)" " (be + dy)’

On a alors une description exhaustive des représentations irréductibles de I' sur F (cf.
[1, Proposition 1]) :

Théoréme 2.3.5. Les représentations Sym” (F?) @ (det)™ avec 0 < 7 < p—1 et 0 <
m < p—1 décrivent, a isomorphisme pres, toutes les représentations irréductibles de I’
sur IF.

Grace au Lemme 2.3.3 on a donc une description explicite des poids de K :

Corollaire 2.3.6. Tout poids est, a isomorphisme prés, de la forme Sym” (F?) ® det™
avec0<r<p—let0<m<<p—1.



2.4. L’ARBRE DE GL2(Q,) 9

2.4 L’arbre de GL»(Q,)

Soit 7 I'arbre de Bruhat-Tits de Qg. Rappelons qu’il s’agit de ’arbre dont les sommets
sont les classes d’homothétie des Z,-réseaux de GL2(Q,), et qu’il existe une aréte entre
deux classes [Lg] et [L1] si elles ont des représentants Lo et L; tels que

pLo € L1 € Ly.

Dans la suite, on pose sg = [Zy, & Zp]. On note S(7) 'ensemble des sommets de 7 et
A(T) T'ensemble de ses arétes orientées. Si o et o/ sont deux sommets de I'arbre reliés
par une aréte, on note (o, o’) aréte orientée d’origine o et de but o’.

L’action de G sur S(7) et A(T) est transitive. Le stabilisateur de sy est KZ. Pour n € Z
on note s, = s, ol « est la matrice (§ ). Les arétes orientées fixées par I sont (s, s1)
et (s1,80). On a aussi des isomorphismes de G-ensembles :

S(T)=Gso~G/KZ et A(T) =G(sp,81) =~G/IZ.

Définition 2.4.1. On définit le cercle de rayon n comme le sous-ensemble Ka™sqg de

S(T), et la boule de rayon n autour de so comme |Jyg;<,, Ka'sg.

Soit maintenant o une représentation lisse de K Z sur un F-espace vectoriel V,. Comme
'on a déja montré, tout élément de ind% o s’écrit comme une somme finie de la forme
> ilgi,vi] ot g; € G et v; € V.

Définition 2.4.2. Soit f € ind[G(ZJ, on appelle support de f l’ensemble des sommets
gKZ € S(T) tels que f(g~') #0. (Cest indépendant du représentant g choisi).

Soit o un poids de K que l'on étend & K'Z en faisant agir p € Q; = Z trivialement. On
a le théoreme de structure suivant (cf. [1, Proposition 8)) :

Théoréme 2.4.3. Supposons que o est isomorphe a Sym” (F?) ® (det)™. Avec les nota-
tions précédentes, on a alors un isomorphisme de F-algébres :

Ho(KZ,0) ~ F[T]

ot l'opérateur T est associé par réciprocité de Frobenius a la fonction ¢ définie par les
trois propriétés suivantes :

1. ¢ est a support dans KZa 'K ;

2.510<i<r—1, alors :
pla) (@) = 0
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On conclut cette section avec le lemme suivant qui nous servira par la suite :

2

Lemme 2.4.4. Soit F,, I’ensemble des éléments de indf(ZSymT]F a support dans la boule

de rayon n autour de sg. Soit ¢ € F,,. Si Tc € F,,, alors ¢ € F,_1.

Démonstration. Voir [1, Lemme 20]. O

2.5 Anneaux des périodes

Soit K une extension finie de Q, dont le corps résiduel est k. Une représentation p-
adique est la donnée d'un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action
linéaire continue de G . Notre probléeme est de comprendre le groupe G via ’étude
de ses représentations p-adiques. Pour mettre un peu d’ordre dans le représentations
p-adiques de G, l'idée de Fontaine est de construire des anneaux B munis d’actions
de Gk et de structures additionnelles respectées par l'action de Gi. Chacun de ces
anneaux permet d’isoler dans ’ensemble des représentations p-adiques de Gi celles qui
sont B-admissibles (& savoir qui deviennent triviales quand on étend les scalaires & B).
Si V est une représentation B-admissible de G, le BY%-module (B ® V)% est libre
de rang dimg, V' et est muni de toutes les structures additionnelles de B respectées par
I'action de Gg. Ceci permet d’associer aux représentations de G des invariants plus
maniables (en général des objets provenant de ’algebre linéaire) et, lorsque 'anneau B
est assez fin, de classifier les représentations B-admissibles & l'aide de ces invariants.

2.5.1 Les anneaux B}, et Byr

Soit C, le complété de @p pour la topologie p-adique. On fixe le choix d’une suite
compatible (epn)n>0 de racines primitives p"-iemes de 1'unité. Soit

E= lim C, = {(®,20),..) | @+ = 20}

et soit E* I'ensemble des z € E tels que (0 e Oc,. La somme et le produit de z =
() en et y = (y™)pen sont donnés par les formules suivantes

k—oo

neN-
Siz = (x(™),cy € E, on pose vg(x) = vy(2(?), ce qui fait que I'on a vg(z) = p™v,(z(™)

et la racine p-ieme de 2 = (z("),en est donnée par /P = (z(+1)
quel que soit n € N.

Finalement, si 0 € Gg, et si z = (z™),en € E on fait agir o sur z par o(z) =
(a(z™))nen
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Théoreme 2.5.1. i. E est un corps parfait de caractéristique p et l'application vg
en est une valuation pour laquelle il est complet.

i. L’action de Gg, sur E est continue, respecte sa structure de corps, et commute a
Uaction de l’endomorphisme de Frobenius ¢ défini par p(x) = zP.

Démonstration. Voir [13, Proposition 4.10]. O

Remarque 2.5.2. L’anneau des entiers de E est Et.

On note At Panneau des vecteurs de Witt W (E") & coefficients dans Panneau parfait
E*. Tout élément de A* peut s’écrire de maniére unique sous la forme z = S0 p™[,],
oll (Zn)nen st une suite d’éléments de ET et olt [z,] est le représentant de Teichmiiller
de z,, dans At D’apres les résultats généraux sur les vecteurs de Witt, les actions de
G, et ¢ se relevent de maniere unique en des actions de Gg, et ¢ sur A*. De maniére

explicite, on a
400 ~+00 +oo +oo
(Y p"[za) =D p"ah] et oY p"[xa]) = D p"lo(xa)] sio € Gy,
n=0 n=0 n=0 n=0

OnaEt = R(Oc,/pOc,) = R(Og,/p). On note 6 : Et — Oc, /pOc, 'application qui &
T = (2p)nen € R(Oc,/pOc,) associe xg € Oc, /pOc,. C’est un morphisme d’anneaux de
ET dans Oc,/pOc, qui est clairement surjectif et commute & I'action de Gg,. On note
0:Et — Oc, l'application qui & z = (2n)nen € R(Og,) associe 20 ¢ Oc,. C’est une
application multiplicative de ET dans Oc, dont la réduction modulo p est 6. Il résulte
de la propriété universelle des vecteurs de Witt, que I'application 6 : At — Oc, définie
par

“+oo +o0o
00> p"wa)) = pal,
n=0 n=0
est un morphisme d’anneaux.

+00  n

Remarque 2.5.3. La topologie naturelle sur At est celle qui fait de Y2 p"[xn] —
(Zn)nen un homéomorphisme de A™ sur (EV)N, ot l’on a muni ET de la topologie définie
par vg. Comme Ggq, agit continiment sur E+ pour la topologie définie par vy, il agit
aussi continiment sur AT muni de la topologie naturelle.

Proposition 2.5.4. i. Le morphisme 0 : AT — Oc, est surjectif et commute avec
Vaction de G,

1. Le noyau de 0 est un idéal principal et v = Z:ﬁ% p"[xn] en est un générateur si et

seulement si vg(zg) = 1.
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Démonstration. Le (i) est immédiat ; montrons le (ii). Si z = 37 p*[x,] € AT, on

note T = 1z son image dans Et. Siz € ker(6), on a a:éo) = — Zi'i p”x%o), ce qui

implique vg(T) = vp(x(()o)) > 1. Soit alors x = >0 p[x,] vérifiant vg(Z) = 1 et soit

y € ker(f). D’apres ce qui précede, on a vg(y) = 1. Il existe donc ay € E* tel que

Yy = apZ. On peut alors écrire y sous la forme y = [ag]z + py1, avec y; € AT. De plus,

pO(y1) = 6(y) —6(Jao])0(x) = 0, ce qui prouve que y; € ker(). On peut donc refaire avec

y1 ce que 'on a fait avec y, ce qui permet de construire, par récurrence, une suite (@, )nen

d’éléments de AT telle que on ait, pour tout n € N,y = ([ao]+ . . +p"[an])z + 1" yni1
+oo  n

avec yp41 € ker(0). Onadoncy = (>, %) p"[an])z, ce qui montre que = est un générateur
de ker(f) et permet de conclure. O

Remarque 2.5.5. Sip= (p,p'/?,...) € E*, alors [p] — p est un générateur de ker(6).

Définition 2.5.6. On note IB%(J{R le séparé complété de A"’[%} pour la topologie ([p] — p)-
adique et Bgr son corps des fractions, a savoir
Aﬂl

BjR i= lim —P _ Byr:= Frac(IBCTR).

. (Pl —p)"
L’anneau IB%(J{R est comp}vezt pour une valuation discrete d’idéal maximal ([p]—p) et a méme
corps résiduel est que A*[%] a savoir C,. Comme ker(f) est stable par G, 'action de
G, sur At [%] s'étend par continuité & BI;. Il est aussi muni d’une filtration décroissante
indexée par Z :
Fil"Bag := (p — [p])"Bjr si m € Z.

Comme 0([e]—1) = €D —1 =0, on a [¢]— 1 € ker(#) donc la série log[e] := — 3> a=l®

n=1 n
converge dans IB%XR. On note ¢ sa somme. Si o € Gg,, on a

o(t) = o(logle]) = log[o(e)] = log[eX!”)] = x(o)logle] = x(o)t.

Rappelons que, pour tout m € N, on note Z,(m) la m-iéme puissance tensorielle du
Zp-module Z,(1) et Z,(—m) son dual. Rappelons aussi que si M est un Z,-module et
si m € Z, on pose M(m)M ®z, Z,(m). Il en résulte alors que, pour m € Z, gr"™Byr =
Fil"Bgr /Fil" ™ Bgr s’identifie & C,(m).

Théoréme 2.5.7. (Tate-Sen) Soit K une extension finie de Q,. Si k € Z, alors Cp(k)“x
= {z € Cp,0(z) = x(0)¥z, quel que soit ¢ € G} est nul sik # 0 et égal a K sik = 0.

Démonstration. Voir [33]. O

Proposition 2.5.8. 1. t est une uniformisante de IB%(]LR.

ii. Si K est une extension finie de Qp, alors (Bqr)“% = K.
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Démonstration. On va montrer que, pour m < 0, (Fi]mIBdR)GK ~ K. Par le Théoreme
2.5.7 on a (Fil"Bgg /Fil™" ™ Bar )% = 0 si m # 0 et (Fil"Bgr/Fil" " 'Bgr)“* = K si
m = 0. On a de la suite exacte suivante :
Fil"Bgr Fil"Bgr Fil"™" " Byr
— — —
Fﬂm-I-TBdR Film+7”+1]BdR Film+r+1BdR

— 0,

en appliquant le foncteur des G g-invariants, puis la limite projective sur r ce qui permet
de conclure.
O

Maintenant, si V' est une représentation p-adique, alors Dgr(V) = (Bar ®q, V)CK est
un K-espace vectoriel filtré.

Définition 2.5.9. On dit que V' est de De Rham si dimgDgr(V') = dimg, V.

Définition 2.5.10. Si V' est une représentation de De Rham, les poids de Hodge-Tate
sont les entiers h tels que Fil™"Dygr (V) # Fil~" 1 Dggr (V).

La multiplicité de h est alors dim(Fil~"Dgg (V) /Fil~ " 'Dgg (V)), donc V posséde d poids
de Hodge-Tate.

Remarque 2.5.11. On ne peut pas étendre le Frobenius ¢ : .&J“[%] — K*[%] en une
application continue @ : IB%(J{R — IB%:{R. En effet 0([p'/?] — p) # 0, donc [p'/P] — p est
inversible dans Bly. Or, si ¢ était une extension de ¢ : A*[%] — A*[%], on aurait
B([1/577) — p) = 1/([7] — p), et comme (7] — p) = 0, 1/([7] - ) ¢ B

2.5.2  Aui, BF

cris

et ]Bcris

On note o "automorphisme de Frobenius de At

Définition 2.5.12. On note Aqis le séparé complété pour la topologie p-adique de ’en-
veloppe & puissances divisées de A' relativement a ’idéal noyau de 0, a savoir

+oo . n 5
{an(p B , wp €EY w, — 0} C IBS;I*'R.
n!
n=0

On pose aussi BT, 1= Acis[1/p] et Beis := IBS;iS[l/t].

cris
Lemme 2.5.13. Avec les notations précédentes, on at € Aeyis.

Démonstration. Choisissons un générateur ¢ de ker(d). Comme [¢] — 1 € ker(f) = (ET,
on a [e] — 1 = wé pour un certain w € E*. On a donc, dans IB%XR,

t= (-1t ([e] - " _ 3 ()" (0 - Dl - %
n>1 n>1 )
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avec (n — 1)lw™ —— 0 dans E* relativement & la topologie p-adique. Ce qui entraine
n—oo

que t € Agpis.
O

ris €t Beris sont munis d’une action de Gg,. Comme W (k) C At C
Acrisa on a KO = W(k’)[ } C BCTiS) dOHC KO C ]BGK C Bg}f C K.

1
p cris

Les anneaux Acis, BT

Théoreme 2.5.14. L’application Gk -équivariante K R, Beis — Bar est injective.
Démonstration. Voir [18, §4.1.2-4.1.3] . O

L, ., . . ;s G
Le Théoreme 2.5.14 combiné aux inclusions précédentes nous montre que B_ £ = K.

Définition 2.5.15. On note Agris l’enveloppe a puissances divisées de At relativement
au noyau de 6, a savoir A .. = AT[E™ /ml];n>1 avec € générateur de ideal ker(6)
Maintenant on veut examiner comment o, défini sur Aﬂl /pl, agit sur Panneau AY. . Le
lemme clé est le suivant :

0

Démonstration. Soit £ = [p] —p. Alors o(§) = [pP]—p=[plP—p = (§+p)P —p=E +pw
pour un certain w € A*. On obtient donc que :
o(§) =p-(w+ (-1 ("/ph),

donc que (™) = p"(w + (p — 1) - (&P /p!))™ pour tout m > 1. Or p™/m! € Z, pour
tout m > 1, donc o(£™/m!) € Al pour tout m > 1.

Lemme 2.5.16. L’anneau A est stable sous 'action de o.

O]

0

L’endomorphisme de A ;. induit par ¢ s’étend en un endomorphisme continu de Ay,

+

cris®

o(t) = Z(—l)”“w = Z(_l)nﬂw

n n
n>1 n>1

donc en un endomorphisme ¢ de B . . On a ¢(t) = pt. En effet, on a :

donc ¢(t) = log([e?]) = pt. Par suite ¢ s’étend en un endomorphisme de Bs. Enfin,
pour m € Z, on pose Fil™Aqis = Agis N Fil"Byg, FilmIB%jriS = B;is N Fil"Bggr et
Fil"Beris := Beris N Fil"Byr.

Remarque 2.5.17. Le groupe de Galois absolu de Q, préserve Fil" Aqis et commute a
Uaction de . De plus, p(Fil"™ Agyis) C P A cris.

m/!

Définition 2.5.18. Etant donnée une représentation Qp,-linéaire V de G, on pose :
Dcris(v) = (Bcris ®Qp V)GK

En général, cet espace vectoriel est de dimension inférieure ou égale a dimg, (V). On dit
que V' est cristalline lorsque dimg,Deris (V') = dimg, (V).
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2.5.3 Les anneaux B et B

La construction de IB%;; et By, contrairement a celle des autres anneaux, dépend du choix
d’un élément m € Z, tel que vy(m) > 0. Fixons un tel élément et considérons F := Q, ()
aussi que Fy C F' la plus grande extension non ramifiée de Q, dans F'.

Soit 7 := (W(”))neN € E* ot 7(™ est une racine p"-ieme de I'image de m dans Oc, /pOc,,.
On pose :

GRS
log[Z] = +Z(-1)”+1(”n> € By
n=1

(Rappelons que T 1e ker(#)).
T

7]

s

+

Définition 2.5.19. On note IB%:; le sous-anneau de IB%;;R engendré par B et

Byt () := B;E(T(‘) [1/t].

et log

Théoreme 2.5.20. L’élément log@ € Byr est transcendant sur Beis. En particulier,
B (7) ~ B, [logZl].

cris
Démonstration. Voir [18]. O

Lemme 2.5.21. Comme sous-anneau de Bl et de Bar, B (7) et Bs(m) ne dépendent
pas du choiz des (7)), (mais ils dépendent du choiz de ).

Démonstration. En remplacant 7 par me, Iexpression log@ se transforme en log@ +

log[€]. Or log[e] € B, , d’ott le résultat. O

cris?

On note B (resp. By;) au lieu de B, (7) (resp. Bg; (7)). On veut définir plusieurs structures
Sur ces anneaux.

On commence par poser

Fil™BJ, := BJ, NFil"Bgr (resp. Fil"By; := By N Fil"Bygr).

Pour tout g € Gp, g(log[;jr]) = log@ + logle(g)], ot €(g) := (e™(g)) € ET est tel que
€™ (g) soit 'image de 9 ™) Jans Oc,/pOc,. Ainsi, B, et By sont munis d’une action

71'(”)
de Gp. On a alors le lemme suivant (admis) :

Lemme 2.5.22. Soit K C @p une extension finie de F' et soit Ky la plus grande exten-
sion non ramifiée de Q, dans K.

i. (BH)9x = (Bg)9% = Ko

it. L’application K @, Bss — Bar est injective.
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Démonstration. Voir [18]. O

Maintenant on munit IBS;E et By d’un Frobenius ¢, déja défini sur B.s, en posant
(p(log@) = plog[;:]. Le Frobenius ¢ commute & I'action de Gp. Enfin on munit B
et Byt d'un opérateur de monodromie N. C’est 'unique B js-dérivation de By a valeurs
dans Bg telle que N(log@) = 1. On voit que N commute a l’action de G et que :

T

Nop=ppoN.

2.6 Représentations p-adiques Semi-Stables

On considere par F' une extension finie de Q,, Op son anneau d’entiers, kr son corps
résiduel et mp une uniformisante. On note Fy la plus grande extension non ramifiée de

Qp dans F. On note Gp := Gal(Q,/F).
Lemme 2.6.1. i. 51V est une représentation p-adique de G, alors :
dimp, (B¢ ®g, V)% < dimg, (V).
ii. Si dimp, (Bg ®q, V)9F = dimg, (V), alors :
By ®F, (Bst ®g, V)" — By ®q, V-
est un isomorphisme.
Démonstration. Voir [7, Lemme 3.1.2]. O

Définition 2.6.2. i. Pour toute représentation p-adique V de G, on pose Dg (V) =
(Bst ®q, V)GF. On dit que V' est semi-stable si dimp, (Bs; ®q, V)Gr = dimg, (V).

1. Une représentation p-adique de G est dite potentiellement semi-stable s’il existe
une extension finie B de F' telle que la restriction a Gg de V' soit semi-stable.

Soit maintenant V' une représentation p-adique potentiellement semi-stable de Gg, a
coefficients dans une extension finie £ de Q,. Soient K une extension galoisienne finie
de Q, dans @p telle que V|Gal(@p /K) soit semi-stable et Ky la plus grande extension non
ramifiée de Q, dans K.

Lemme 2.6.3. Posons Dy, (V) = (Bs ®q, V)Gal(@p/K). C’est un Ko ®q, E-module
libre de rang dimgV muni d’un automorphisme Fy-semi-linéaire' et E-linéaire o, d'un
endomorphisme nilpotent Ko ®@q, E-linéaire N tels que Ny = ppN, et d'une action
Ko-semi-linéaire et E-linéaire de Gal(K/Q,) qui commute avec ¢ et N.

1. par rapport au Frobenius de Gal(Fy/Qp)
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Démonstration. Voir [15, §B.1]. O

On va munir Dy (V) d’une action du groupe de Weil Wg, := W(Q,/Q,). Soit g €
Wy, : alors g := g mod W(Q,/K) € Wg,/W(Q,/K) ~ Gal(K/Q,) et g mod my =
(Frob)®¥) € Gal(F,/F,) avec a(g) € Z.

L’action de g € Wy, est alors donnée par g o =), Posons d = [Kj : Qp] et supposons
que £ D K. On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.6.4. On a un isomorphisme E-linéaire :

Dy i (V) =~ H Dy x (V)
JEHome (K(),E)

avec Dy i (V') 1= Dyt g (V) B(Ko®q, E) E ou le morphisme Ko ®q, E — E est celui induit
par la couple (0,idg). De plus, chaque E-espace vectoriel Dy i (V') est muni d’une action

de (V\)@p, N).
Démonstration. Voir [22, §2.4]. O

En particulier, on voit que chaque Dy, i (V') est une représentation de Weil-Deligne, c¢’est-
a-dire une représentation continue du groupe de Weil Wg, munie d'un endomorphisme
nilpotent N tel que Ng = p~*9gN, avec a(g) € Z défini comme plus haut. On a alors
le résultat suivant :

Lemme 2.6.5. La classe d’isomorphisme de la représentation de Weil-Deligne Dy i (V')
est indépendante du choix de celui de o et de ’extension K C E sur laquelle on a

semi-stabilité.
Démonstration. Voir [10, Lemme 2.2.1.2]. O

Cette classe d’isomorphisme du Lemme 2.6.5 est par définition la représentation de Weil-
Deligne associée a la représentation p-adique potentiellement semi-stable V. On la note
dorénavant WD(V).

Poids de Hodge-Tate et type galoisien

Rappelons la définition des poids de Hodge-Tate associés a une représentation poten-
tiellement semi-stable de Gg, a coefficients dans une extension finie £ de @, dans @p.
Pour toute représentation continue E-linéaire de Gg, sur un E-espace vectoriel V' de
dimension finie, on note :

(Cp®q, V){i} = {z € C, ®q, V | Vg € Go,. 9(2) = Xeyel9)2}

(On munit C, de 'action naturelle de Gg,, et i € Z). C’est un E-espace vectoriel de
dimension finie et on a le résultat fondamental suivant :
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Proposition 2.6.6. On dispose d’un isomorphisme de C, ®@q, E-modules compatible a
Vaction de Gg, :

@ Cp ®q, (Cp ®g, V){i} = C, ®q, V

€L
(laction de Gq, étant semi-linéaire sur C, et linéaire sur E).

Démonstration. Voir [19]. O

Définition 2.6.7. Les entiers i tels que (C,®q, V){i} est non nul sont appelés les poids
de Hodge-Tate de la représentation potentiellement semi-stable V.

Remarque 2.6.8. On peut montrer que (C, ®@q, V){i} = 0 pour presque tout i € Z.

Définition 2.6.9. Un type galoisien de degré 2 (ou simplement un type galoisien) est
une représentation de noyau ouvert :

7:1lg, — GLQ(@p)
(définie a équivalence prés) qui s’étend en une représentation du groupe de Weil Wy, .

Définition 2.6.10. Soient 7 : I, — GL2(E) une représentation de noyau ouvert et V.
une représentation p-adique potentiellement semi-stable. On dit que V' est de type T si

WD(V)lgg, ~ 7.
Soient enfin k > 2 un entier et ¢ : Gg, — E*.

Définition 2.6.11. Soit V une représentation p-adique de G, sur un E-espace vectoriel
de dimension finie. On dit que V' est de type (k,7,1) si V est potentiellement semi-stable
a poids de Hodge-Tate (0,k — 1), de type T et si det(V') = 1xeye-

Remarque 2.6.12. Si V est de type (k,T,1), alors 1/}Xg}7ck‘[Qp ~ det(7).

2.7 Le Foncteur V de Colmez

Un outil important pour le travail de Kisin est le foncteur V introduit par Pierre Colmez.
Il s’agit d’un foncteur contravariant exact entre la catégorie des représentations lisses de
G de longueur finie avec caractere central, sur les O-modules vers la catégorie des repré-
sentations continues de G, sur les O-modules de longueur finie. L’équivalence entre les

7 . et
catégories ®I'¢;

et Repy,sGo,, due a Fontaine [20], est le point de départ. Dans cette
section on ne donnera que les définitions et les énoncés des résultats que nous serons
utiles pour la suite.

Notations : On normalise la valuation p-adique v, sur C, par v,(p) = 1. On fixe une
extension finie L de @, contenue dans @p (on peut se permettre de remplacer L par une
extension finie). On note Oy, son anneau des entiers, m;, = {x € L,v,(x) > 0} I'idéal
maximal de Oy, et k, = Or/my, le corps résiduel. On note H le noyau de xcye.



2.7. LE FONCTEUR V DE COLMEZ 19

Le corps &

Soit & le corps des séries de Laurent f = ), apTF, avec a;, € L, tel que la suite
(vp(ar))kez soit minorée et vérifie limy,_, _sovp(ag) = +oo. Muni de la valuation {0
définie par U{O}(Zkez ar,T*) = infrezvp(ag), le corps € est un corps complet pour une
valuation discrete. L’anneau Og des entiers de £ est I'anneau des séries de Laurent
Y okez ar T avec ay, € Og tel que la suite v,(ay,) vérifie limg_,_oov,(ay) = +00. Le corps
résiduel ke de € est k((T)). La topologie naturelle sur A n’est pas celle définie par la
valuation v{0} (topologie forte) : c’est la topologie faible, qui est la topologie d’anneau
la plus faible rendant continue la réduction modulo my, : O¢ — kg, ke est muni de la
topologie induite par la valuation vp ; cette topologie est obtenue en munissant O¢ de la
base de voisinages de 0 donnée par les p*Og + T"Og, pour k,n € N, ou 'on a noté (’)gr
le sous-anneau O[T] de Og. On munit alors €& = J,,cy P~ " O¢ de la topologie de la
limite inductive. Soit I' = Gal(Qp(pp>~)/Qp). Le caractere cyclotomique Xcye induit un
isomorphisme de I' sur Z, ; si a € Z,, on note o, € I' 'image inverse de a par Xcyc. On
munit Og¢ d’actions Op-linéaires continues de ¢ et I' respectant la structure d’anneau en
posant :
o(T)=1+T)P -1 et 0o(T)=1+T)"~1, si a€Z,

Ces actions commutent entre elles et s’étendent par Q,-linéarité a £ = (’)5[%].

(¢,T')-modules étales et représentations de Gq,

Définition 2.7.1. Si A est un anneau topologique muni d’actions continues de ¢ et I’
commutant entre elles, un (@,I')-module D sur A est un A-module de type fini muni
d’actions semi-linéaires continues de ¢ et I' commutant entre elles.

Ce qui précede s’applique en particulier & Og et £, ce qui méne aux définitions suivantes :

e Un (p,I')-module D sur Og¢ est étale si p(D) engendre D comme Og-module ; 'action
de ¢ est alors injective.

e Un (p,I')-module sur £ est étale s’il possede un Og-réseau stable par ¢ et I' qui est
étale sur Og.

Notons :

o OI'

o s la catégorie des (p,I')-modules étales de torsion sur Og.

o OI'Y(O¢) la catégorie des (p, I')-modules étales libres sur Og.
o OI°'(€) la catégorie des (¢, ')-modules étales sur €.

Si D € ®T°Y(O¢), alors D/p*D € ®TS . pour tout k € N, et D est la limite projective

tors

des D/p*D. Par ailleurs, si D € ®T'°*(&), alors D posséde un sous-A-réseau qui est un
objet de ®I'°*(O¢).
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Si A est un anneau topologique, une représentation de Gg, sur A est un A-module de
type fini muni d’une action A-linéaire continue de G, .

Notons :

® Repy,sGo, la catégorie des représentations de G, de longueur finie sur Oy,

e Repp, G, la catégorie des représentations de Gq, libres sur O,

e Rep,Gq, la catégorie des représentations de Gg, sur L.

Si V est un objet de Repp, Gg,, alors V/pFV est un objet de ReposG, pour tout k,
et V est la limite projective des V/pFV. Si V est un objet de Rep;Gq,, alors V' possede
des Op-réseaux stables par G, (par compacité de G, ), et si Vp est I'un de ces réseaux,
onaV =1L V.

Soit maintenant Ag, I'ensemble des f € O¢ a coefficients dans Z,. Soit A le complété
pour la topologie p-adique de I'extension maximale non ramifiée de Ag, : il est muni
d'une action de ¢ étendant celle existant sur Ag, et d'une action continue (pour la
topologie faible) de Gg, commutant a celle de ¢.

Théoréme 2.7.2. (Fontaine)

(i) Si D est un M-module étale, V(D) = ((Or - A) ®¢p, D)¥=! est une représentation
p-adique de G, .

(i) Si 'V est une représentation p-adique de Gg,, alors D(V) = (A ®z, V)™ est un
(¢, T')-module étale.

(iii) Les foncteurs V et D sont exacts, inverses l'un de lautre, et induisent des équiva-
lences de catégories

RepyosGo, = (IDF%YS, Repp, Go, = PT(Og), et Rep; G, = OIe(E).

Démonstration. Voir [20]. O

Représentations irréductibles de GG

On s’interesse maintenant aux représentations lisses de G de longueur finie sur des espaces
vectoriels sur kr,, et plus généralement sur des Op-modules. Une Op-représentation lisse
de longueur finie de G est annulée par p* pour un entier k > 0. Si elle est irréductible,
Op agit alors a travers son corps résiduel kr. On rappelle la définition suivante, que nous
sera utile dans la suite :

Définition 2.7.3. Une représentation de G dans un Op-module M est dite a un carac-
tere central s’il eviste un homomorphisme continu ¢ : Q) — Of tel que :

z+-m =1(z)m pour tous z GZ:@;CG et me M.
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Notons :

e Rep,,,<G la catégorie des O [G]-modules II lisses (i.e. 'action de G est localement
constante), admissibles (IT* est de longueur finie sur O, pour tout sous-groupe ouvert
compact K de G), de longueur finie et admettant un caractere central ;

® Repp, G la catégorie des Of[G]-modules II séparés et complets pour la topologie p-
adique sans p-torsion et tels que II/p"Il € Repp, G, pour tout n;

e Rep; G la catégorie des L[G]-modules munis d'un réseau appartenant & Repp, G.

Les objets irréductibles de Repy,, G ont été classifiés par Barthel-Livné [1], [2] et Breuil
[4] :

Théoréme 2.7.4. Toute représentation irréductible lisse admissible de G sur kp, est, a

isomorphisme prés, de l'une des quatre formes suivantes :

. une représentation de dimension 1 :
x o det

ot x est un caractere de Q; a valeurs dans kJ ;

1. une représentation de la forme :

indj, @) Sym"k3
T\

® (x o det)

avec 0 <r<p—1, Ae k] et (r,\) ¢ {(0,£1),(p—1,£1)};

i1i. une représentation de la forme :

-0 1GL2(Qp) 1.2
d S k
ker <1n KZT_)\ym L) ® (x o det);

w. une représentation de la forme :

. GL2(Qp) r1.2
indj "’ Sym"k7
® (x o det)
(T)
avec0 <r<p—1.
Démonstration. Voir [1, Théoreme 30] et [4, Théoreme 1.1]. O

Définition 2.7.5. Avec les notations de l’énoncé du Théoréme 2.7.4, on pose, pour tout

triplet (r, A, x) :

ind?(LZ2 (@) Sym"k?
T— A\

; . X X p W ale X
On note aussi pi : Q) — kp le caractére non ramifié envoyant p sur x € kj .

71'(7’,)\,)() = ® (Xodet)
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Soient w le caractere cyclotomique modulo p vu comme caractere de sz via Iisomor-
phisme de réciprocité (normalisé pour que les uniformisantes correspondent aux Frobe-
nius géométriques), et p_; l'unique caractére quadratique non ramifié de Q;. On a le
théoreme suivant :

Théoreme 2.7.6. Les équivalences entre les répresentations irréductibles, lisses et ad-
missibles sur G sont les suivantes (r € {0,...,p—1} et x : Q) — kr) :

m(r, A X) m(r, =X xp-1) si A #0
(0, A, x) = 7wp—1,\x)si A#=+1
m(r,0,x) = w(p—1-mr0xw")
W(T,O,X) = W(p_l—TOXWM 1)
Démonstration. Voir [1, Corollaire 36], et [4, Théoreme 1.3]. O

Les foncteurs D et V de Colmez

Le foncteur D de Colmez va de la catégorie Repy,,G vers la categorié ®I'E .. Ce foncteur

tors-
est contravariant et exact ([12, Théoreme IV.2.13]). On étend le foncteur D aux objets
de Repp, G et Repy G de la maniere suivante :

e SiIl € Repp, G, alors D(II) est la limite projective des D(II/p*II),

e Sill € Rep,G et siIly € Repp, G est un Op-réseau de II, alors D(II) := L - D(Ilp).
On obtient de la sorte des foncteurs exacts contravariants de Repp, G dans P (Og) et
de Rep; G dans ®T°(E).

On définit V(IT) comme le dual de Tate de V(D(II)), c’est-a-dire
V(IT) = Hom(V(D(IT)), L/Oy) & x.

Ce qui précedes ce traduit alors, grace a 1’équivalence de catégories de Fontaine (cf.
Théoreme 2.7.2), de la maniere suivante :

Théoréme 2.7.7. L’application I — V(II) est un foncteur exact covariant
o de Repyo,sG dans Repyo,sGo,

e de Repp, G' dans Repp, Gq,,

e de Rep;G dans Rep; G, -

Soit Q2 I'extension quadratique non ramifiée de Q, dans @p, et soit Z,2 'anneau des

ses entiers. Soit wo : Ig, — 2 1(@ ) C IF le caractere de Serre de niveau 2 défini par

g(p 1/(p *1)>

wa(g) = Ry si g € Ig,. Le théoréme suivant décrit I'action du foncteur V sur

les représentations irréductibles de G.

Théoréme 2.7.8. i. Si Il est de la forme x o det alors V(II) = 0.
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ii. Si Il est de la forme m(r, A\, X), avec A # 0, alors V(7(r, \, X)) = w" M uyx.
iii. Si Il est de la forme 7(r,0, ), alors V(mw(r,0,%)) = (indg§p2 w;H) ® x. En par-
D
ticulier V(m(r,0,x)) est irréductible de dimension 2 sur kr,.

Démonstration. Voir [12, Théoreme 0.10]. O

Soit II une représentation de G sur un Op-module avec caractere central, et IL, :=
IT1 ®z Z/p™. On suppose que II est séparé et complet pour la topologie p-adique, c’est-
a~dire II = liLan, et que II,, est de longueur finie pour tout n. On définit V(IT) :=
@V(Hn). Comme les représentations sont de longueur finie et puisque on a la suite
exacte 0 — pll,, — II,, — II,, ® Z/pZ — 0 on obtient :

OﬁpliLan HliLan _)&n(nn)@Z/pZ_)O

et donc V(II)/pV(II) = V(II;). En particulier V(II) est un Or-module de type fini. On
appelle une telle représentation un Op-réseau admissible.
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Chapitre 3

La Conjecture de Breuil-Mézard

3.1 Polynémes de Hilbert-Samuel et multiplicités

Dans cette section on commence par rappeller d’abord la construction d’'un polynéme
de Hilbert-Samuel associé a un module gradué M de type fini sur un anneau noethérien
R= @n>0 R, avec Ry artinien. On utilise les résultats obtenus pour définir ’application
de Samuel associé a un A-module de type fini, ot A est un anneau semi-local noethérien.
On termine en définissant la multiplicité de Hilbert-Samuel pour un A-module M, avec
(A, m) un anneau local noethérien (comme dans [30]) et une variante (comme dans [26]).

Convention : Les anneaux considérés sont supposés commutatifs et uniferes, et les

modules sont supposés unitaires.

3.1.1 Modules gradués et application de Hilbert

Définition 3.1.1. Nous appellerons semi-groupe abélien un ensemble G muni d’une loi
d’addition + telle que l’on ait :

Associativité : pour tous x,y et z € G, ona : (x+y)+z=x+ (y+2);
Commutativité : pour tous x,y € G, on a : (x+y)=y+x;

pour tout x € G, 0+ x = x.

Définition 3.1.2. Nous appellerons anneau gradué un anneau R muni d’une décompo-

R:@Ri

i€G

sition en somme directe :

avec G semi-groupe abélien, et telle que R;R; C R;yj pour tous i,j € G.
Nous appelerons module gradué sur Uanneau gradué R un R-module M muni d’une

25
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décomposition en somme directe :

M= M,

i€G
telle que R;M; C M;y; Vi,j. Les éléments de M; sont dits homogenes de degré i. Un

sous-module N C M est dit homogéne (ou : sous-module gradué) s’il peut étre engendré
par des éléments homogénes de M.

Lemme 3.1.3. Soient M un module gradué et N un sous-module de M. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) N est un sous-module homogéne ;

(2) Pour x € M, si x € N alors chaque terme homogeéne de x est dans N ;

(3) N =3 ieq(N N M;).
Démonstration. Découle de la définition 3.1.2. O

Remarque 3.1.4. (1) Pour un sous-module homogéne N C M, on pose N; = M; N N.
Alors M/N = @ M;/N; est encore un sous-R-module gradué.

(2) La définition 3.1.2 entraine que Ry C R est un sous-anneau et que pour tout i € G
M; est un Ro-module.

(8) On utilise la notion d’anneau gradué lorsque G est le semi-groupe {0,1,2,...} des
entiers positifs, que 'on note N. Dans ce cas, on note RT™ = Y w0 Bn : cest un idéal
de R tel que R/R™ ~ Ry.

Définition 3.1.5. Nous appellerons anneau filtré un anneau A muni d’une famille
(Jn)nez d’idéaux vérifiant les conditions suivantes :

JO = Av Jn-i—l C Jna JnJm - Jn—l—m‘

Nous appellerons module filtré sur l'anneau filtré A un A-module M muni d’une famille
(Mp)nez de sous-modules vérifiant les conditions suivantes :

My=M, My C M,y — JoMy C My

Si maintenant M est un module filtré sur un anneau filtré A, on note gr(M) la somme
directe €P,,59 Mn/Mp11 des groupes abéliens gr, (M) = M,/M;+1. Les applications
canoniques de J, X M,, dans M, ,, définissent, par passage au quotient, des applica-
tions bilinéaires de gr,(A) x gr,, (M) dans gr, ,,(M), d’o une application bilinéaire
de gr(A) x gr(M) dans gr(M). En particulier, pour M = A, on obtient sur gr(A) une
structure d’anneau gradué : c’est 'anneau gradué associé & 'anneau filtré A. De méme,
Papplication gr(A) x gr(M) — gr(M) munit gr(M) d’une structure de gr(A)-module
gradué. D’ailleurs, tout élément de gr, (A) peut étre écrit comme une combinaison li-

néaire de produits de n éléments de gr{(A). Par conséquent, gr(A) est engendré sur le
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sous-anneau gry(A) par des éléments de gry(A). Si J = Ax; + ...+ Az, et si 'on note
& I'image de x; dans gr;(A), alors

gr(A) = (A/D)Er, - -, &nl,
et gr(A) est un quotient de I'anneau des polynémes comme anneau gradué.

Théoreme 3.1.6. Un anneau N-gradué R = @n>0 R, est Nothérien si et seulement si
Ry est noethérien et R est un anneau de type fini sur Ry.

Démonstration. Voir [30, Théoreme 13.1]. O

Lemme 3.1.7. Soit R = €D,,>( Rn un anneau noethérien gradué. Si M = P, 50 M, est
un R-module de type fini, chaque M, est un Ro-module de type fini.

Démonstration. En effet, supposons d’abord M = R. Le Théoréme 3.1.6 entraine que

R = Ry[z1,...,xy,] ou 'on peut supposer les x; homogenes de degré d;. On a alors :
R, = lenfdl + ...+ xarfdr

ce qui permet de conclure. Dans le cas général M peut étre engendré par un nombre fini
d’éléments homogenes w; : M = Rw; + ...+ Rws. Si on note ¢; le degré de w;, on a,
comme ci-dessus :

M, =Rp_cw1+...+Ry_ews (o0 R =0 si i<0),
donc M, est un Rp-module de type fini. ]

En particulier, si Ry est un anneau artinien, alors [(M,,) < oo, ou I'on note [ la longueur
comme Rp-module. Dans ce cas on peut définir la série de Hilbert P(M,t) de M par la
formule :

P(M,t):il(Mn)t” e Z[t].
n=0

Théoréme 3.1.8. Soit R = @n>0 R, un anneau gradué avec Ry artinien. Soit M un
R-module de type fini. Supposons que R = Ry[z1, ..., x| avec x; de degré d;, et P(M,t)
comme ci-dessus. Alors P(M,t) est une fonction rationnelle en t, et on peut l’écrire :

P(M, 1) = 1)/ T] (1 — %),
=1

ot f(t) est un polynome a coefficients dans Z.
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Démonstration. Par récurrence sur le nombre r de générateurs de R. Lorsque » = 0 on
a R = Ry, donc, pour n assez grand, M,, = 0 (puisque dans ce cas M est de type fini
sur Rp) et la série P(M,t) est alors un polynéme. Si r > 0, la multiplication par z,
définit une application Ry-linéaire M,, — M, q4,. En notant K, et L, 4, son noyau et
son conoyau, on obtient la suite exacte suivante :

X
0—K,— M, = My+q. — Lniq,-

Posons K = @ K,, et L = @ L,,. Alors K est un sous-module de M et L = M/x, M,
donc K et L sont des R-modules de type fini puisque R est noethérien. De plus, z, K =
x,L = 0, donc on peut voir K et L comme des R/x, R-modules et appliquer ’hypothese
de récurrence a P(M,t) et P(L,t). On déduit de la suite exacte ci-dessus que :

U(Ky) = UM,) + 1(Mota,) = U(Lsa,) = 0.

tn+d7-

Si 'on multiplie par puis que l'on fait la somme sur n, on obtient :

t¥ P(K,t) — t P(M,t) + P(M,t) — P(L,t) = g(t),

avec g(t) € Z[t], ce qui prouve le théoreme.
O

On veut maintenant étudier le cas di = ... = d,, = 1, & savoir celui ou R est engendré sur
Ry par des éléments de degré 1. Le Théoreme 3.1.8 entraine que P(M,t) = f(t)(1—t)~".
On peut donc écrire P sous la forme
P(M,t) = f(t)(1 —t)~% avec f € Z[t], d > 0,
et f(1)#0sid#0.
On note d = d(M). Le corollaire suivant fournit des informations importantes sur la
longueur des M,,.

Corollaire 3.1.9. Soit s le degré du polynome (1 — t)4P(M,t). Sidy = ... =d, = 1,
et si d=d(M) est défini comme ci-dessus, alors il existe un polynome opr(X) de degré
d —1 a coefficients rationnels tel que, sin > s+ 1—d, on a l(M,) = pp(n).

Démonstration. Comme (1 —¢)™' =1+t +t>+ ..., on peut montrer par récurrence la
formule suivante (en différentiant plusieurs fois les deux cotés) :

1-t)%= i <d;ﬁzl>t".

n=0

Si f(t) = a0+ art + ...+ ast® alors

d+n-—1 d+n—2 d+n—s—1
k —
(*) l(Mn)—a0< do1 )—I—a1< do1 )—I—...—i—a5< J_1 >
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Le membre de droite peut étre réécrit sous la forme d’un polynéme en n a coefficients
rationnels que on note ¢pr(n). On a alors :

fa
m(X) = (dii)!

X1 4 {termes de degré plus petit}.

Puisque (") coincide avec le polynome m(m—1)...(m—d+2)/(d—1)!sim >0, cela
entraine le résultat.

O

On appelle ¢ le polynéme de Hilbert du module gradué M. L’application numérique
M,, — (M, est appelée lapplication de Hilbert de M.

3.1.2 Application de Samuel

Soit A un anneau noethérien, semi-local (c’est-a-dire ne possedant qu’un nombre fini
d’idéaux maximaux), et soit m son radical de Jacobson. Soit I un idéal de A tel qu’il
existe v > 0 avec m” C I C m. On appelle idéal de définition tout idéal qui vérifie cette
condition. Soit M un A-module de type fini. On note gr;(4) = A’ et gr;(M) = M.
Alors Panneau A, = A/I est artinien, et si I = )., 2;A, et & est I'image de z; dans
I/1% alors A’ = A{[&,...,&]. Sienoutre M = > "7 | Aw; alors M/ =>"% | A'w; (ou ;
est 'image de w; dans M), on peut donc appliquer le Théoreme 3.1.8 et le Corollaire
3.1.9. On constate que (M) = [(I"M/I"*1 M) (o1 le membre de gauche est la longueur
comme Aj-module et le membre de droite comme A-module), et on obtient

zn:z(Mi’) = 1(M/I"M).
1=0

Maintenant nous définissons x4,(n) = I[(M/I"*1M). Nous écrivons yas(n) au lieu de
XV (n). L’application xas(n) est appelée application de Samuel du A-module M.

Lemme 3.1.10. Soit x},(n) définie comme ci-dessus. Alors, pour n assez grand, x},(n)
est un polynome en n de degré d. Ce degré d est déterminé par M et il ne dépend pas
de I.

Démonstration. On utilise la formule bien connue (') = (Zl__ll )+ (mn_l) et on obtient

(1) ()

Donc on en déduit, en combinant avec la formule (*)

d+n d+n-—1 d+n—s
X{\/[:a0< d >-|—a1< d >+...+a5< d ),
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avec a; € Z. Lorsque n > s il s’agit d’un polynéme en n de degré d. Maintenant, si I et
J sont deux idéaux de définition A alors il existe deux nombres naturels a et b tels que
I* c J, J* C I, et donc

xulan+a—1) = xi(n) et xibn+b—1) > xj(n).

Nous écrivons d = d(M).

Théoréme 3.1.11. Soit A un anneau semi-local noethérien, et 0 — M’ — M — M~ —
0 une suite exacte de A-modules de type fini; Alors

d(M) = max(d(M’), d(M"))

Démonstration. On peut supposer M" = M/M’. Alors, comme M"/I"M" = M/(M' +
I"M) on a

WM/I'M) = I(M/(M +I"M)I((M' + I"M)/I"M)
= U(M"/I"M") + (M /M’ "\ I"M).

On définit ¢(n) = I(M'/M' N I"M) et on a xi; = x1, + ¢. Comme x%,, et ¢ sont &
valeurs positives, d(M) = max(d(M"), (deg)¢). Or, par le Lemme de Artin-Rees (cf. [30,
Théoreme 8.5]), il existe ¢ > 0 tel que

n > c¢ entraine I""'M' c M'NnI"M c e,

et donc
Xar(n) = @(n) = xip(n - c);

On peut conclure que ¢ et Xfw ont le méme coefficient dominant. O

Nous définissons maintenant une autre mesure de la taille de M. Soit §(M) I’élément
minimum dans le sous-ensemble des entiers naturels n tels qu’ils existent z1,...,z, €
M pour lesquels on a [(M/x1M + ...+ z,M) < oco. On définit 6(M) = 0 lorsque
(M) < oo. Si I est un idéal de définition de A alors [(M/IM) < oo, donc 6(M) <
nombre de générateurs de I. D’autre part, si A est un anneau local et M = A, alors
I(A/I) < oo entraine que I est un idéal m-primaire. Dans ce cas 0(A) est le nombre mini-
mum de générateurs des ideaux m-primaires. Nous rappelons que dim (M) =
dim (A/Ann(M)). On a alors le théoréeme suivant :

Théoréme 3.1.12. Soit A un anneau semi-local noethérien et M un A-module de type

fini; alors on a :
dim (M) =d(M) = 6(M)

Démonstration. Voir [30, Théoreme 13.4]. O
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3.1.3 Systemes de Parametres et Multiplicité

Soit (A, m) un anneau local noethérien de dimension r; Pour le Théoréme 3.1.12, il
existe un idéal m-primaire engendré par r éléments, mais il n’existe pas un idéal engen-
dré par un nombre inférieur d’éléments. Si aq, ..., a, € m engendrent un idéal m-primaire,
{a1,...,a,} est appelé un systéeme de parametres de M. Si M est un A-module de type
fini avec dim M = s, alors il existe {y1,...,ys} € m tels que [(M/(y1,...,ys)M < oo et
{y1,...,ys} est appelé un systéme de parameétres de M.

Soit maintenant (A, m) un anneau local noethérien de dimension d, M un A-module de
type fini, et q un idéal de définition de A, a savoir un idéal m-primaire. Comme on a
déja vu dans le paragraphe 3.1.2, on peut écrire I'application de Samuel I(M/q" 1 M) =
X?\/[ (n) sous la forme d’un polynéme en n pour n assez grand. Il s’agit d’un polynome a
coefficient rationnels, degré égal & dim M (donc au plus d), et il prend des valeurs entiéres
positives pour n assez grand. Il est facile de voir par récurrence sur d, en utilisant le fait
que x(n + 1) — x(n) a la méme propriété, que
X1,(n) = %nd + {termes de degré plus petit},

avec e € Z. Nous écrivons ce nombre entier e(q, M ). On déduit de la définition les pro-
priétés suivantes :

Formule 1. 71151;0 %l(M/q”M), et en particulier, si d =0 e(q, M) = (M) ;

Formule 2. e(q,]\?) >0sidimM =d, et e(q,M)=0sidimM <d;

Formule 3. e(q", M) = e(q, M)r?;

Formule 4. Si q et q’ sont deux idéaux m-primaires et q D g alors e(q, M) < e(q’, M).

Théoréme 3.1.13. Soit 0 — M' — M — M" — 0 une suite exacte de A-modules de
type fini. Alors
e(q, M) = e(q, M") + e(q, M").

Démonstration. On peut voir M’ comme sous-module de M. Alors
[(M/q"M) =U(M"/q"M") + U(M'/M" " q" M),

et évidemment q"M’' C M' N q"M. D’autre part, par le Lemme d’Artin-Rees, il existe
c > 0 tel que
M' Ng"M C q" °M’ pour tout n > c.

Donc on obtient

[(M'/q" M) < UM'/M'0q" M) < I(M'/q" M)
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En utilisant cette formule et la Formule 1. on a

d!
e(q, M) — e(q, M") = lim —ZI(M'/M" N q"M) = e(q, M').

On utilisera le résultat suivant dans la suite :

Théoréme 3.1.14. Soient {p1,...,p:} les idéaux premiers minimaux de A tels que
dim A/p = d; alors

t
i=1
ot on note q; l'image de q dans A/p;, et [(M,) est la longueur de My comme Ay-module.

Démonstration. Nous écrivons o = ) . I(Mp,) et nous prouvons le résultat par récurrence
sur 0. Si o = 0 alors dim M < d. En effet [(M,,) = 0 entraine Ann(M) C p; pour tout ¢ et
alors p; C Ann(M) pour minimalité. Donc le membre de gauche est 0 et aussi le membre
de droite ; maintenant on suppose o > 0. Il existe p € {p1,...,p:} tel que M, # 0; alors
p est un élément minimal de Supp(M). Par [30, Lemme 6.5], p € Ass(M), c’est-a-dire
M contient un sous-module N isomorphe & A/p. Alors

e(q, M) = e(q,N) +e(q, M/N).

d’autre part, Ny ~ A,/pA, et Np, = 0 pour p; # p, donc I(Ny) = 1, et la valeur de o
diminue de 1 (on utilise le fait que [((M/N),) = [(My/Ny) = (M) — I(Ny)), et donc on
applique 'hypothese de recurrence a M/N. D’autre part on a

e(q,N) =e(q,A/p) =e(q,A/p), ou q=(q+p)/p.

En mettant ensemble on obtient le résultat pour M.

3.1.4 Une variante de la multiplicité de Hilbert-Samuel

Soit A un anneau local noethérien avec idéal maximal m, M un A-module de type fini
et G un groupe. Supposons que M soit muni d’une action de G. Soit « un ensemble
de représentations irréductibles de G' sur un A/m-espace vectoriel de dimension finie.
Plutot que de considérer la longueur de M/m"+t1M, on peut considérer le nombre de
facteurs de Jordan-Holder de M/m"™*'M qui sont isomorphes & un élément de a. On
note ce nombre Xf/[,a(n)'

Proposition 3.1.15. Il existe un polynéme P]f/l[a(n) de degré au plus d tel que x4, o(n) =
P]\‘L}La(n) pour n suffisament grand. Le coefficient de X dans P]f}[,a(n) est de la forme
eq(M,A/d!) ot e (M, A) est un entier non negatif.
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Démonstration. On démontre le théoreme avec les mémes arguments qu’on a vu ci-
dessus. Nous remarquons que 'unique chose & montrer est que un tel polynéme existe,
puisque le borne sur le degré suit du cas ou G est trivial. ]

Proposition 3.1.16. Si
0—-M —-M-—M"—-0

est une suite exacte de A[G|-modules de type fini sur A, alors on a
ea(Ma A) = ea(M,a A) + ea(M”’ A)
Démonstration. La preuve est la méme que celle donnée par le cas ou G est trivial. [

On peut utiliser cette proposition pour prouver le résultat suivant qu’on utilisera dans
la suite :

Corollaire 3.1.17. Soient I', I et 1" idéaux de A tels que les quotients A/I', A/I et
A/I" aient méme dimension. Supposons M', M et M" modules sur A/T'; A/I et A/T"
et vérifiant la condition de la Proposition 3.1.16. Alors on a

ea(M, AJT) = ea(M', AJT') + ea(M", A/IT").

Démonstration. On montre tout d’abord le fait suivant : soient I et J deux idéaux de A
tels que la dimension de A/I soit égal & la dimension de A/J. Alors on a dim A/(I+J) =
dim A/I. 1l suffit de montrer que dim (I + J)/I est égal a 0. Supposons par absurd que
dim (I +J)/I = dim (I + J)/J = n. On note py (resp. qo) le plut petit idéal premier
de la chaine maximal qui contient I (resp. J). Alors s := ppNqp DO I N J, et comme
il s’agit d’'un idéal premier on a § O pg ou bien s D qg ce qui est absurd puisque s
est strictement contenu dans pg et qo. Donc on a dim A/I = dim A/(I + I' + I"). Cela
entraine eq (M, A/I) = eq(M,A/(I +I' +1")) et de la méme fagon pour M’ et M”. On
obtient finalement

ea( MyA/(T+T +1") =eo(M A/(T+ T +1") +ea(M", A/(I + T +1"))
pour la Proposition 3.1.16 et donc le résultat. O

Proposition 3.1.18. Soit f : M — M’ une application de A[G]-modules de type fini
sur A. Soit x € A tel que M et M’ n’ont pas de x-torsion.
(1) Si f est une inclusion, alors

ea(M/axM,AjzA) < eq(M'JxM', AjzA).
(2) Si f est un isomorphisme sur tout les points génériques de Spec(A), alors

ea(M/axM,AjzA) = eo(M'JxM', A/zA).
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Démonstration. Soit P = ker(f). Si p € Spec(A/x) D Spec(A) est un idéal premier
minimal de A/xz, alors P, = 0. C’est évident pour (1) car dans ce cas P = 0. Si dans
le deuxieme cas P, n’était pas nul, alors p serait un idéal premier associé de P par [30,
Théoréme 6.5] et « € p un diviseur de zero de M. Donc ey (P/xzP, A/xA) = 0, et on peut
remplacer M par son image dans M’.

Soit @ le sous-module de M'/M des éléments qui sont tués par une puissance de x.
Comme @ est noethérien il existe i > 0 tel que z°Q = 0. On obtient la suite exacte
suivante

0— Q] - Q=Q—Q/xQ —0.

Maintenant on utilise deux fois la Proposition 3.1.16 pour montrer la suite d’égalités
suivantes :

ea(Qx], AJzA) = en(Q[x], A/a:iA) = ea(Q/xQ,A/xiA) =en(Q/xQ,A/zA).

En effet la suite exacte précédente entraine :

(1) ea(Q[z], A/2'A) + 0 (2Q, A/z'A) = en(Q, A/ A)

(2) ea(2Q, A/’ A) = ea(Q/2Q, A/z' A) = ea(Q, A/a" A)

et donc I’égalité au milieu, les autres deux étant triviales. Maintenant, si on note avec
M" la preimage de @ dans M’ on obtient e, (M/xM, A/xA) = eq(M" /xM", A/zA).
En effet de la suite exacte 0 — M — M"” — @Q — 0, on en déduit (apres @ A/zA)

0— (MnaM")/aM — M/xzM — M"/zM — Q/z2Q — 0
On peut vérifier directement que la multiplication = : M"” — M" induit un isomorphisme
(M (M) M = (M"/M)[z] = Qlz)

d’ott le résultat en utlisant 3.1.16. Donc on peut remplacer M par M" et on peut supposer
M’ /M sans x-torsion. Le point (1) suit alors de la Proposition 3.1.16. Un raisonnement
analogue montre que sous les hypothéses de (2) on a eo(M'/(M + zM'), A/xA) = 0.
Donc on a (2).

O

Corollaire 3.1.19. Soient M, M’ des A[G]-modules de type fini sur A. Soit x € A tel

que M et M’ soient sans x-torsion. Supposons que pour tout idéal premier minimal
p C A, M, contient My, comme Ay|G]-modules. Alors

ea(M/xzM,A/zA) < eq(M'/zM'  A/zA)

Démonstration. On note Q(A) le localisé de A par rapport a l’ensemble d’éléments qui
ne sont pas dans tous les idéaux premiers minimaux de A. Les hypotheses entrainent qu’il
existe une inclusion de Q(A)[G]-modules [ : M ®4 Q(A) — M'®4 Q(A). En multipliant
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f par un élément qui n’est pas dans tous les idéaux premiers de A, on peut supposer
que f est induite par une application f : M — M’. Soit M"” = f(M). Alors, par la
Proposition 3.1.18 on obtient

ea(M/xM,A/zA) = eq(M"/zM" AJzA) < eq(M'/JzM' A/zA).

3.2 Théorie des déformations de Mazur

Dans cette section on va introduire 'objet de base qui permet de définir la notion de
multiplicité galoisienne. Nous donnerons le résultat principal de la théorie des déforma-
tions pour les représentations d’un groupe profini G, a savoir 'existence d’un anneau
universel de déformation. Ensuite on définira des anneaux de déformation qui seront des
quotients de I’anneau universel de déformation et qui seront importants dans la suite.

3.2.1 Le résultat principal

Soient GG un groupe profini, F C ﬁp un corps fini, V& un F-espace vectoriel de dimen-
sion finie muni de la topologie discréte et d’une action continue de GG. On suppose que
H'(G,Endp(Vf)) est de dimension finie sur I, ott action de G' sur Endp (V) est donnée
par : (g- f)(v) :=g- f(g~! - v). Cette condition est verifiée, par exemple, lorsque G est
le groupe de Galois d'un corps local de corps résiduel fini.

Soit O un anneau de valuation discrete complet a corps résiduel fini, et C la catégorie
des O-algebres locales topologiques A telles que Papplication naturelle O — A/m4 est
surjective et I'application A — @A /a de A vers les quotients discrets artiniens est un
isomorphisme. De maniere equivalent, la deuxiéme condition dit que A est complet et
sa topologie peut étre donnée par une famille d’ideaux ouverts a tels que A/a soit arti-
nien. Si A est noethérien, cette condition équivaut & avoir un isomorphisme topologique
A @A/ m’;. Les morphismes dans C sont les homomorphismes de O-algebres.

Définition 3.2.1. Soit A € C, F son corps résiduel.

i. Une représentation de G sur A, ou une A-représentation de G, est un A-module
libre V4 de type fini avec une action A-linéaire et continue de G (pour la topologie
produit sur Vq o~ A™).

it. Une déformation de Vg sur A, ou une A-déformation de Vg, est une classe d’iso-
morphisme de A-représentations V5 de G telles que Vi @ A/my ~ V.

On note Dy, (A) 'ensemble des A-déformations de V. Si f : A — A’ est un morphisme
dans C on obtient une application f, : Dy, (A) — Dy, (A’) qui & la classe d'une A-
représentation V4 associe V4 ®4 A’. On a donc construit un foncteur contravariant
Dy, : C — Ens. On veut montrer qu’il est représentable lorsque EndF[G](V]F) =T.
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On rappelle la définition suivante :

Définition 3.2.2. Soit V une F-représentation de G. On dit que V est absolument
irréductible si V ®p K est un K[G]-module simple pour toute extension K de F.

Choisissons une base U1,...,0, de Vg. Alors l'action de G sur Vg est donnée par un
homomorphisme continu des groupes p : G — GL,(F). Soit maintenant W une repré-
sentation de G sur A € C telle que W ®p A ~ Vi. Les éléments wy, ..., w, € W tels que
w; — v; forment une A-base de W par le Lemme de Nakayama. L’action de G sur W
est alors donnée par un homomorphisme continu de groupes p : G — GL,,(A4) tel que la
composition G — GL,(A) — GL,(F) soit p. On note ’ensemble de ces applications p
par Homz(G, GL,(A)).

Proposition 3.2.3. Il eziste un anneau R et une application p € Homy(G, GL,,(A)) tels
que pour tout A € C on a une bijection :

Home (R, A) & Homy(G, GLa(A)), f— (G — GL,(R) L GL.(A4)).
La couple (E,m est déterminée a isomorphisme unique pres.

Démonstration. L’unicité suit de la proprieté universelle. Supposons d’abord que G soit
un groupe fini, et e son élément neutre. On note O[G,n] la O-algebre commutative
donnée par :

générateurs : Xigj pour g e Get 1 <i,5 <n
1 sit=1j
relations : X7 = o ],’
J 0 sii # 7§,
X%h:Z?:ngthj pour g,h € Get1<1i,j < n.

Par exemple O[G, 1] est 'algebre de groupe sur G® & coefficients dans O.
Pour toute O-algebre A on a une bijection canonique

Homo 15 (O[G, 0], A) =~ Homo—aig (G, GLn(A4)), f+ (9 (f(X]))ig).  (3.24)

Pour la bijection 3.2.4, 'homomorphisme 7 : G — GL,,(F) donne un morhisme de O-
algebres O[G, n] — F. En particulier le noyau est un idéal maximal que on note mz. Soit R
la completion de O[G, n] par rapport & mz. Alors R est noethérien et il est un ob jet de C.
L application canonique O[G,n] — R donne un morphisme p € Homj(G, GL,(R)). Soit
A € Cet p € Homy(G,GL,(A)). Pour 3.2.4, il existe un unique morphisme de O-algebres
f[:O[G,n] — Atel que pf = petona f(mg) Cmy comme A/my ~F et (fomy)=p,
onmy : A — A/my est la projection canonique. La topologie sur A est donnée par
des idéaux ouverts a tels que A/a est artinien et l'application O[G,n] — A — A/a
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est continue pour la topologie mz-adique sur O[G, n] pour tout a. Donc on obtient un
homomorphisme de O-algebres f: R — A tel que le diagramme :

G—>GL )

G—>GL )

commute. Comme les éléments ]?(XZ) sont déterminés par p, et les Xigj engendrent une
sous-(O-algebre dense de E, I’application fest uniquement déterminée par la condition
de continuité et la commutativité du diagramme. Cela démontre la proposition dans
le cas G groupe fini. Pour le cas général, on peut écrire G sous la forme suivante :
G = @H , ou H parcourrent les quotients discrets de G tels que la représentation
p : G — GL,(IF) se factorise a travers 'application py : H — GL,(F). Comme H
est un groupe fini, on obtient un anneau Ry avec un homomorphisme des groupes
pu : H — GL,(Rg) € Homyz(G,GL,(Rp)). Les (Ry)n dans C forment un systeme
projective. On pose R:= lim Ry € C.

Soit A = liLHAi, A € C, ou les A; sont les quotients discrets artiniens. On a les isomor-
phismes canoniques suivants

Hom(G, GL,(A))

1

lim Homp(G, GLy (4)))

12 12
= -15
= =|E
= =
@] ]
= E
S

5 Q
S
e~

12

liil HomO—alg(év Al))

%

1

Hom@,alg(ﬁ, A)).
On peut donc conclure. O
Remarque 3.2.5. Supposons que Vg soit absolument irréductible. Alors on a :
F, = Endﬁp[G} (Vr @ Fp) ~ End@p[G](VF) ®F Fp.
Donc EndFP[G](VlF) ~F.

Lemme 3.2.6. (Serre, Carayol) Supposons que Vg soit absolument irréductible. Soit
A’ C A une inclusion d’anneauz dans C tel que A’ soit muni de la topologie induite par A
et Va € Dy, (A). Supposons que A" contienne les traces de tous les endomorphismes de Vy
qui sont donnés par la multiplication par un élément de G. Alors il existe V€ Dy, (A')
tel que Vi~ Va4 Q4 A.
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Démonstration. Voir [17, Proposition 2.6]. O

Corollaire 3.2.7. Supposons que Vg soit absolument irréductible. Alors il existe un
anneau R € C et une déformation D € Dy, (R) tels que pour chaque A € C, on ait une
bijection :

Home (R, A) = Dy, (A), f~ D ®r,f A.

Démonstration. On note R la plus pétite sous-O-algebre fermée de R que contient les
traces de toutes les matrices p(g) pour g € G. Alors R € C et par le Lemme 3.2.6 on
peut supposer p a coefficients sur R. On note D la déformation correspondante de Vg sur
R. On doit montrer que la flecche Home (R, A) — Dy, (A) est injective et surjective. La
surjectivité provient de la Proposition 3.2.3 et du fait que on peut toujours trouver une
base pour chaque élément de Dy, (A) a partir d’une base fixée de Vg comme déja montré
avec 'argument avant 3.2.3. Supposons que f, f € Hom¢ (R, A) donnent représentations
isomorphes. Alors elles ont la méme trace. Donc f et f’ coincident sur un sous-anneau
dense de R et donc sur R par continuité. O

On veut prouver le méme résultat sous ’hypothese suivante : Endg(g (V) = F. Mainte-
nant le Lemme 3.2.6 n’est plus vrai. Il faudra considérer un autre sous-anneau de R. On
fixe une base de Vg. Comme Endp(g (Vg) =F, on peut choisir ¢1,..., g, € G tels que les
matrices de M, (F) qui commutent avec p(g1), ..., p(gr) sont seulement celles scalaires.
On fixe Mj,..., M, € GL,(O) qui relevent p(g1),...,p(gr). Pour tout A € C, on pose
MP(A) := M,(A)/A. On a MJ(A) = M2(O) ®p A. Par le Lemme de Nakayama on voit
que il y a une injection scindée de O-modules :

io: M(O) — M,(0)", M — (MM; — M;M)1<i<n-

On choisit 7o : M,,(0)" — M2(O) tel que 1o oip = idp0(0)- En tensorisant avec A, on
obtient une injection iq : M2(A) — M, (A)" et une surjection 7 : M,(A)" — M2(A)
tels que w4 0ig = idpp0(a).-

Définition 3.2.8. (Faltings) On dit que p € Homz(G, GL,(A)) est well-placed si

wa(p(g1), ..., p(9r)) = ma(M, ..., M,).

Lemme 3.2.9. (Faltings) Pour tout p € Homz(G,GL,(A)) il existe M € GL,(A)
congru & 1 € GL,(F) tel que MpM~! est well-placed. D’ailleurs M est uniquement
déterminée modulo multiplication par scalaires dans 1 +my.

Démonstration. Voir [17, Lemme 7.3]. O

Corollaire 3.2.10. Supposons que Endg(q(Vr) = F. Alors il existe un anneau R € C et
une déformation D € Dy, (R) tels que pour chaque A € C, on ait une bijection :

Homc(R, A) = DVF(A), f — D R, f A.
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Démonstration. Par le Lemme 3.2.9, on pose p = MpM ', p well-placed. On note R la
plus pétite sous-O-algebre fermée de R que contient toutes les entrées des matrices p(g)
pour g € G. Alors R € C et on peut supposer p a coefficients sur R. On note D la déforma-
tion correspondante de Vg sur R. On doit montrer que la fleche Hom¢ (R, A) — Dy, (A)
est injective et surjective. La surjectivité provient de la Proposition 3.2.3. Supposons que
f1, fo € Home (R, A) donnent représentations isomorphes. Alors :

p1,p2 - G2 GL,(R) fufe GL,(A)

sont well-placed et conjuguées. Par unicité de M en Lemme 3.2.9, on a p; = p2 et donc
f1 = fo par définition de R.
O

Enfin, on a :

Proposition 3.2.11. Supposons que Endp(q(Vr) = F. Alors l'anneau R du Corollaire
3.2.10 est noethérien, complet pour la topologie mp-adique et, pour chaque A € C, on a
une bijection :

Home (R, A) = Dy, (A).

Démonstration. Montrons que R est noethérien. Le reste suit par des arguments d’al-
gebre commutative e du Corollaire 3.2.10. On peut vérifier que le F-espace vectoriel
Home (R, F[X]/X?) est de dimension finie si et seulement si R est noethérien. Or, par
le Corollaire 3.2.10, on a Home (R, F[X]/X?) ~ Dy, (F[X]/X?). 1l suffit de prouver que
le membre a droite est de dimension finie sur F. Comme Endpx/x2(Vr ®@r F[X]/X ) ~
EndF(VF)@XEDdF(VF) on obtient AutIF[XVXQ (V]F(X)FF[X]/XQ) ~ AutF(VF)@XEndF(VF).
Donc tout élément de Dy, (F[X]/X?) on peut I'écrire comme une fleche G — Autp(Vy) ®
XEndp(Vr), g — (1 4+ ¢(9)X)p(g) ou ¢ : G — Endp(Vg) est un 1-cocycle continu.
En utilisant Endgig(Vr) = F on peut vérifier que deux telles fleches définissent la
méme déformation si et seulement si les deux cocycles sont cohomologues. L’hypoyhese
H'(G,Endp(VF)) de dimension finie, permets de conclure. O

On peut alors résumer les résultats obtenus dans le théoréeme suivant :

Théoréme 3.2.12. Supposons que Endpig)(Vr) =F.

i. 1l existe un anneau R € C et une déformation D € Dy, (R) tels que pour chaque
A €C, on ait une bijection :

Home(R, A) = Dy, (4), fr D@&pgy A

ii. Le couple (R, D) est unique a isomorphisme preés.
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111. L’anneau R est noethérien, complet pour la topologie mp-adique et, pour chaque
A €C, on a une bijection :

Home (R, A) = Dy, (4).

Remarque 3.2.13. Le point (ii) du Théoréme 3.2.12 suit par arguments d’unicité des
objets universels.

3.3 La multiplicité galoisienne

On fixe une représentation continue :
p: GQP — GLQ(]F)

telle que EndF[GQp} (p) = F. Fixons k un entier > 1, E une extension finie de Q, d’anneau
d’entiers O et de corps résiduel F, 7 un type galoisien de degré 2. On note R(p) la O-
algebre universelle notée R dans le Théoreme 3.2.12. On suppose que T est rationnel sur
E, & savoir T se factorise & travers Iy, — GL2(E) — GL2(Q,), et que p est rationnel sur
F. Rappelons que I@i‘” ~ Gal(@p/(@gﬂr) designe le sous groupe d’inertie sauvage dans
Iy,

Définition 3.3.1. On dit qu’une déformation p de p a 'anneau des entiers O d’une
extension finie E' de E dans @p est de type (k,T,1) si :

(i) p ®or Q, est potentiellement semi-stable a poids de Hodge-Tate (0,k-1),

(it)WD(p @0 Qp) |1g,~= 7, ou WD(p ®or Qp) est la représentation de Weil-Deligne
associée a p Do Q,,

(iii) det(p) = ¥Xeye-

Définition 3.3.2. On dit qu’un idéal premier p de R(p) est de type (k,T,) s’il existe
un morphisme continu de O-algébres i : R(p) — Z, de noyau p tel que la déformation
p: Gg, — GL2(Z,) obtenue par composition a partir de la déformation universelle

PV Gy, — CLa(R(p)) :

univ

p:Gg, "~ GLa(R(p)) - GLa(Z,)
soit de type (k,7,v).!
Définition 3.3.3. On définit RY(k,7,p) = 0 s'il 'y a pas d’idéal p de type (k,7,1).

Sinon, on définit RY(k,T,p) comme le quotient de R(p) par lintersection des idéauz
premiers de type (k,T,1).

1. Dans [10] on utilise le fait que 7 est rationnelle pour déduire que si p est de type (k,7,), alors
tout morphisme R(p) — Z, de noyau p est tel que la déformation associée est de type (k, T, 1)
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Remarque 3.3.4. On montre que RY (k, T, p) est une O-algébre plate locale noethérienne
compléte réduite de corps résiduel IF.

Kisin a montré que le quotient R¥(k, 7, p) vérifie les propriétés suivantes (cf. [25, Théo-
reme 3.3.8]) : 2

i. Un O-morphisme z : R(p) — E' se factorise par RY(k,T,p) si et seulement si la
représentation V, & coefficients dans E’ est potentiellement semi-stable de type

(ka T, ¢> .
ii. RY(k,7,p) est sans p-torsion, RY(k,,p)[1/p] est réduit et ses composantes irré-

ductibles sont toutes de dimension 1 et lisses sur O.

On note Rd’(k, T, p)o le quotient que on a précédemment defini. On a le résultat suivant :

Lemme 3.3.5. Si on remplace O par O' tel que O C O, alors R¥(k,7,p)o est remplacé
par RY(k,7,p) @0 O'.

Démonstration. Voir cf. [10, Lemme 2.2.2.3]. O

On rappelle que si A est une F-algebre locale noethérienne, d’idéal maximal m et M un
A-module de type fini, il existe un polynéme P]@(l‘) de degré la dimension de Krull de
A, tel que Pi}(n) = long4(M/m™ M) pour n > 0.1l a la forme
M, A -

P (n) = :;(m(’A))!Xdlm‘4 + {termes de degré plus petit}
ou e(M, A) est un entier strictement positif (si A est non nul) : la multiplicité de Hilbert-
Samuel.
En particulier, si A = RY(k,7,p) ®o F et M = A, on définit la multiplicité galoisienne
pgal(k, 7,p), de la facon suivante :

Peal(k, 7,D) =€ (Rw(k, T,P) @0 F) .

Autrement dit puga1(k,7,p) est la multiplicité d’Hilbert-Samuel de l’anneau local
RY(k,7,7) ®0 F. C’est bien définie parce que, si E’ est une extension finie de E, alors :

e (R(k,7,p9) ®o, F) = e (R(k, 7,p) ®0,, F')

grace au Lemme 3.3.5.

2. En effet il a montré Pexistence de ces quotients et leurs propriétés dans une situation plus générale
[25].
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3.4 La multiplicité automorphe

Le point de départ pour définir la multiplicité automorphe est la correspondance de
Langlands locale pour n = 2 et F' un corps local non archimédien a corps résiduel
fini. D’abord on va définir les outils qui vont intervenir et apres on donne 1’énoncé du
théoreme qui établit une correspondance entre ’ensemble des classes d’isomorphisme de
représentations complexes lisses de dimension 2 de Weil-Deligne, semi-simples, et ’en-
semble de classes d’isomorhisme de représentations lisses irreductibles de GLa(F).

On note O 'anneau des entiers de F', mp son idéal maximal et kg son corps résiduel
que I'on suppose de caractéristique p. On fixe F une cloture algebrique de F. On note
Gr = Gal(F/F) et G = GLy(F).

On rappelle que si k£ est une extension finie séparable de kp, il existe une unique ex-
tension non ramifiée F'(k) de F' dont le corps résiduel est k. Comme la composée de
deux extensions non ramifiée est non ramifiée, l’extension maximale non ramifiée F™
de F, réunion de toutes les extensions non ramifiées de F, est un sous-corps de F. On
note Fj, I'unique extension non ramifiée de degré m. L’extension F,,/F est de Galois
et Gal(F,,/F) est cyclique. Un F-automorphisme de F,, est determiné par 1’action sur
le corps résiduel kr,,. En particulier il y a un unique élément ¢,, qui agit sur kr,, par
x +— zP. On pose ®,, = ¢, !. La fleche ®,, — 1 donne un isomorphisme canonique
Gal(F,,/F) — Z/mZ. En passant & la limite projective on obtient un isomorphisme
canonique de groupes topologiques

Gal(F™) ~ lim Z/mZ,
m>=1

et un unique élément & € Gal(F"/F) qui agit sur F,, par ®,,, pour tout m. L’élément
®p est le Frobenius Géometrique sur F™.

On note ,Wp l'image inverse dans Gr du sous-groupe cyclique (®r) de Gal(F™/F)
engendré par ®r. Donc Wg est un sous-groupe dense de G et on a la suite exacte
suivante :

1—>IF—>QWF—>Z—>O
ou Zr est le sous groupe d’inertie de F.
Définition 3.4.1. Le groupe de Weil Wr de F' est le groupe topologique, avec groupe
abstait sous-jacent Wr, tel que

1. Ip est un sous-groupe ouvert de Wr, et

1. La topologie sur Tp, vu comme sous-espace de Wg, coincide avec la topologie na-
turelle induite par Gp.
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Donc W est un groupe profini, et I’application identité ir : ;WWr — Wr est une injection
continue.
On note vp : Wr — Z la fleche canonique telle que @ +— 1 et, si ¢ est la cardinalité de
kp :
|z|| = ¢ F @), 2 e We.

On rappelle un résultat classique de théorie de représentation :
Proposition 3.4.2. Soit G un groupe profini et (w, V') une représentation lisse de G.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

i. V est somme de sous-espaces irréductibles stables par G ;

it. 'V est somme directe d’une famille de sous-espaces irréductibles stables par G ;

i13. Tout sous espace de V' stable par G posséde un complément dans V' stable par G.
Démonstration. Voir [11, Proposition 2.2]. O

On dit que (7, V') est G-semi-simple si les conditions de la Proposition 3.4.2 sont satis-
faites.

Définition 3.4.3. Une Représentation de Weil-Deligne est un triplet (p, V, N) ot (p, V)
est une représentation lisse de dimension finie de Wr et N € Endc (V') est un endomor-
phisme nilpotent tel que

p@)Np(x) ™ =||z|N, =€ Wr.

Une représentation de Weil-Deligne (p,V,N) est dite semi-simple si la représentation
lisse (p, V) de Wr est semi-simple.

Correspondance de Langlands Locale : On note Gr(2) I'ensemble des classes d’iso-
morhisme de représentations complexes lisses de dimension 2 de Weil-Deligne semi-
simple. On note Ap(2) 'ensemble des classes d’isomorhisme de représentations lisses
irréductibles de G. Il y a une bijection canonique entre les deux classes (cf. [24],[28]). Si
7 est une représentation lisse irréductible de G on note LL() la représentation corres-
pondante.

En particulier la construction précedente s’applique au cas F' = Q.

Théoréme 3.4.4. (Henniart). Soit T un type galoisien de degré 2. Il eziste, a isomor-
phisme pres, une et une seule représentation finie irréductible de GLo(Z,) (sur @p par
exemple), notée o(7), telle que, pour toute représentation lisse irréductible m de GL2(Q))
de dimension infinie :

TlaLy(z,) contient o(7) < LL(7)|;, ~T.

‘I@p

De plus, o(7) intervient alors dans m |gr,(z,) avec multiplicité 1.
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Démonstration. Voir [10, Théoreme 2.1.1.3]. O

On peut supposer que o(7) soit définie sur F (quitte & agrandir E). On montre le résultat
suivant qui va étre utile par la suite :

Proposition 3.4.5. Toute Q,-représentation dun groupe compact G admet un Z,-
réseau stable par G.

Démonstration. Soit eq,...,eq une base de V' sur Q, et soit A = Zpel D...P Zped.
Si o € G, soit Uy = (ai,0)1<i,j<d la matrice de o dans la base e1,...,eq (c'est a dire
o(e;) = Z?:l ajiej). L'application o — U, étant continue et G étant compact, il existe
n € N tel que a;;, € p "Z, quels que soient 1 < 4,57 < d et 0 € G. On a donc
o(A) C p™™A, pour tout o € G, ce qui implique que T' = Y __~0(A) est un réseau de
V' ; comme il est stable par GG par construction, cela permet de conclure ]

Soit maintenant k£ un entier > 1 et posons :
o(k,7) := o(1) @ Sym* 2 (E).

C’est une représentation linéaire de GL2(Z,) continue pour la topologie p-adique de di-
mension finie sur £. Comme GL3(Z,) est un groupe compact, il existe un O-réseau de
o(k, ) stable par GLa(Zy), Ly, » pour la Proposition 3.4.5. La semi-simplifiée (Ly ;@oF)*®
de la réducion modulo I'idéal maximal mp d’un des ces réseaux est indépendante du ré-
seau choisi (Brauer-Nesbitt).

Comme on a déja vu dans le Corollaire 2.3.6, tout poids est, a isomorphisme pres, de la
forme oy, = Sym"(F?) @ det™ avec 0 <n <p—1et 0 <m < p—1. Donc on a

(Lir @0 F)™ = @ oglnm)
n,m
ounl<n<p—1let0<m<p—1.
On pose
Haut = Maut(ka T, ﬁ) = Z a(n, m)ﬂm,n(p)

n,m
N _ : Lo , i R . , .

Ol fi(n, ) (P) est un entier non négatif que 'on va définir apres avoir énoncé la conjecture

de Breuil-Mezard.

Conjecture 3.4.6. (Breuil-Mézard, Kisin) La multiplicité de Hilbert-Samuel de
RY(k,7,p) ®0 F est égale & jtaus-

On suppose que 'on peut mettre p sous la forme :

Puy o=
0 X%y
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ol p)y (resp. uy) est le caractére non ramifié definie par Frob. — A (resp. Frob. — X).
La restriction de p a Ig, est donc :

Y
p‘IQp_ O Xa

On normalise les exposants « et 3 par :
0<agsp—2 et 1<Bp—1

Si 8 =a+1 on a deux cas possibles que on appellera respectivement peu ramifié et trés
ramifié. On les définit de la maniere suivante :

Le groupe p(Ig,) est le groupe de Galois d’une certaine extension totalement ramifiée
K de Q}F, et le groupe ﬁ([@i‘“’) est le groupe de Galois de K/K™", ou K™ est la plus
grande extension modérément ramifiée de Q)" contenue dans K.

Du fait que 8 = a+ 1 et en utilisant la théorie de Kummer, on en déduit que K peut
s’écrire sous la forme :

K =K™ (" ... z/7), ou p™=[K : K™,

les x; étant des éléments de (Q)7)* /(Qp7)*P (cf. [31, pag. 186]). Si v, désigne la valuation
de Qp", normalisée par v,(p) = 1, nous dirons que I'extension K (ou la représentation p)
est peu ramifiée si

vp(x;) = 0(mod p) pouri=1,...,m.

Dans le cas contraire, nous dirons que K et p sont trés ramifiées.

On note w le caractere cyclotomique modulo p et wy le caractére fondamentale de niveau
2.

Définition 3.4.7. On suppose que p est absolument irréductible. Pour (n,m) €
{0,1,...,p—1} x{0,1,...,p — 2} on pose :

+1
_ wy *
p|f<@p = ( 0 wp(n+1)> ®wm;
2

i ptnm(p) =1 si

i, fnm(p) =0 sinon.

Définition 3.4.8. Supposons que p est réductible. Si

n+1
Do w Bx o * Q w™
0 B
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on pose finm(p) = 0.
Si

on pose :
i pp—1m(P) =2sin=p—1, X=X, et x est peu ramifié;
ii. pom(P) =0sin=0, X=X, et * est trés ramifié;

p)=2sin=p—2,p est semi-simple et X\ # X ;3

3. On ne explicite pas le cas A = X’



Chapitre 4

Représentations de GLy(Q,) en
caractéristique p

Dans ce chapitre on va étudier certaines représentations admissibles de GL2(Q,) qui
sont construites & partir des représentations irréductibles de GLy(Z,) en caractéristique
p, et les représentations correspondantes de G, obtenues en appliquant le foncteur V
de Colmez.

On fixe un entier r € [0,p — 1]. On note o la représentation Sym’F? de K Z, sur laquelle
Z opere trivialement. On fixe aussi un caractere x : Q) — F* et A € F. On note T,
Popérateur de Hecke qui agit sur I(0) = ind% ,Sym"F? et donc sur I, (o) = I(0)®xodet.
Pour A € F on va noter S := T, — A. On pose

H(Ta >‘7 X) = 11_ IX(O-)/SnIX(J)'

Enfin, on note o la matrice (§9).

Remarque 4.0.1. i. La G-représentation I1(r, X, x) est un module sur F[S].

1. La limite projective est exacte sur la catégorie des représentations de longueur finie.
En particulier on a :

~

(r, A \)/S™ 5 L (0)/S™
iti. On peut appliquer le foncteur V de Colmez a I, (0)/S™ pour tout n € N. On définit :
V(I(r, A, x)) = Im V(I (o) /S").
Par fonctorialité, S opére sur Uespace V(II(r, A, x)).
Lemme 4.0.2. L’induite 1(o) est sans S-torsion.

47
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Démonstration. L’induite I(o) s’identifie aux fonctions sur Parbre de Bruhat-Tits, a
support compact et a valeurs dans la représentation o. Pour chaque f € I(¢) vue comme
fonction sur 'arbre de Bruhat-Tits, si f est non-nulle, alors le support de Sf contient
les sommets liés aux extrémités du support de f, donc Sf ne peut pas étre nulle. On en

conclut que I, (o) est sans S-torsion.
U

Lemme 4.0.3. Le F[S]-module V(II(r, \, x)) est libre de rang 1 si X # 0, de rang 2 si
A=0.

Démonstration. Comme le foncteur V est exact on a :
V(IL(r, A, x))/SV(IL(r, A, x)) = V(7 (r, X, x))-

Par le Théoreme 2.7.8, la dimension de V(7 (r, A\, x)) sur I est égal & 1 si A # 0, 2 si
A = 0. Dans la suite on traite le cas A # 0, en notant que la méme démonstration marche
pour A = 0. Comme V(I,(0)/SI(0)) est isomorphe a V(I (0))/V(SI, (o)) qui est de
dimension 1 sur F, on peut choisir e € V(I,(0)) tel que e € V(I (0)/SI,(c)) soit une
base de V(I(c)/S1I,(c)). Donc on obtient une application S-linéaire pour tout n > 1 :

¢n : F[S]/S"F[S] — V(Iy(0)/SI (o))

définie par f — f(S)e. On va montrer par récurrence que I'application ¢, est un iso-
morphisme pour tout n. Le cas n = 1 est connu. On considére le diagramme suivant :

0 —— S IF[s)/s" —— F[S]/S" —— F[S]/S"' —— 0

wl ml ¢n_1l

0 —— V(S" L (0)/5") —— V(I (0)/5") —— V(I (0)/S"") —— 0

ot I'application 1 est donnée par (S""'f) = f(S)(S" 'e). Par I'hypothese de ré-
currence, l'application ¢,_1 est un isomorphisme. Il suffit de montrer que ¥ est un
isomorphisme. Mais on a aussi le diagramme commutatif suivant :

F[S]/S —2— V(I (0)/9)

-] |
S"IFIS]/S" s V(S" U (0)/5")

Dans ce diagramme, 'application a gauche est un isomorphisme et ¢; est un isomor-

phisme. Donc il suffit de montrer que ’application a droite est un isomorphisme. Or,

cette application est induite par Papplication I, (0)/SI, (o) — S""1I,(0)/S" (o) défi-

nie par v — S""1v. Comme I, () est sans S-torsion il s’agit d’un isomorphisme. Donc
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V(S™71) est bien un isomorphisme.
En passant a la limite on voit que V(II(r, A, x)) est un F[S]-module libre de rang 1.
O

Proposition 4.0.4. Soient k € Z>3 et a, € Zp de valuation strictement positive. On a :
(T = ap)(indfzSym* Z,) C (T — a,)(nd§ zSym* Q) N (T - ay) (indf zSym* *Z,),
cette inclusion étant une égalité si et seulement si k < p—+ 1.

Démonstration. Voir [5, Proposition 3.3.3] O

Théoréme 4.0.5. Dans les notations du Lemme 4.0.3, on a que V(II(r,0,x)) est une
déformation a F[T] de la représentation V(n(r,0,x)) de Gg,, absolument irréductible
et de dimension 2 sur F. Si R est ’anneau universel des déformations de cette représen-
tation, on a une application R — F[T] qui est surjective.

Démonstration. (Esquisse de preuve)

On peut supposer x trivial. La premiere partie du théoreme découle immédiatement
du Lemme 4.0.3. Pour prouver la deuxiéme partie supposons d’abord r € [0,p — 2.
On désigne par F une extension finie totalement ramifiée de W(IF)[1/p], O son an-
neau d’entiers et 7w une uniformisante. On note E(T') le polynéme d’Eisenstein de 7 et
e =[E: W(F)(1/p)]. On considere Sym” W (F)? muni d’une action de K Z ot p agit tri-
vialement. L’induite compacte ind% ,Sym” W (F)? est un W (F)[T]-module, ot T agit via
Papplication K Z-bi-invariant ayant support sur KZ et telle que (épgl) — Sym" (5 (1))
Alors par la Proposition 4.0.4 on a que l’isomorphisme suivant

(ind% ,Sym" W (F)?)/(E(T)) = (ind§ ,Sym"0?%)/(T — ) (4.0.6)

est sans p-torsion avec caractere central x(y. et sa reduction modulo 7 est isomorphe a
m(r,0,1). En appliquant le foncteur V a la complétion p-adique de

(ind?(ZSymTW(F)z) /(E(T)) on obtient un réseau dans une représentation cristalline
Vi sur E de G, a poids de Hodge-Tate 0,7 41 (on utilise ici un résultat profond cf. [3,

Théoreme 4.3.1])). On note D} (Vx) le module faiblement admissible qui est associé a

*
cris
On note R%™*1 le quotient de R qui correspond aux déformations cristallines ayantes
poids de Hodge-Tate 0,7 + 1. Soit A une W (F) algebre locale et # : RO — A une

application de W (IF)-algebres. On note V4 la représentation de Gg, qui correspond a

Vz. On a que la trace du Frobenius de D¥. (V;) est égal .

6. 11 existe a, € RY™1 tel que pour tout A et § comme ci-dessus, la trace de ¢ sur
Deis(V}) est égal a 0(ap).
En réduisant (4.0.6) modulo p on obtient :

~

(ind% ,Sym"F?) /T¢ = T0(r,0,1)/T°II(r, 0, 1).
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Donc R — F[T]/T¢ se factorise a travers le quotient R%"*1 et a, — T. Comme le
raisonnement est valable pour toute extension totalement ramifiée E de W (IF), le lemme
suit lorsque r € [0,p — 2].

O

Quand r = p — 1 le théoreme ci-dessus suit par le cas r = 0 et le lemme ci-dessous.

Lemme 4.0.7. II existe un morphisme de F[T][G]-modules

ind%, Sym?~'F? — ind%, 1

qui induit un isomorphisme continu de F[T|[G]-modules :

pour A € F\ {£1}.

Démonstration. On peut identifier I \ K a PY(F,) via vy : (¢%) — (2). En effet, K agit
transitivement sur P1(F,), par o+ (§) :=5(§), ot 7 est la réduction modulo p de o, et T
est alors le stabilisateur de (). Via cette identification on peut voir SymP~1F? comme
le sous espace de indf( 1, composé des fonctions de moyenne 0. En effet, si 'on a un
polynéme P(x,y) := ?;(1] AjaP~ 1yl dans SymP~!F2, on peut lui associer une fonction
TPy PY(F) — F definie par

p—1
fP(wvy)[( 3)] = Z Ajapflfj@j
Jj=0

Comme on a identifié P!(F,) a I\ K via 7, on peut définir f;(%y) : I\ K — F en posant
f;;(x’y) = [P(a,y) ©7- On peut en déduire naturellement f;('; e K —>TFe indf( 1. Un
petit calcul montre que Z(w,y)elP’l(IFp) P(z,y) =0, Ce qui implique que les fonctions sont
effectivement de moyenne 0.

Un calcul facile montre que les éléments [a, 1] et [1,1] sont fixés par I. Par exemple,
pour [a, 1] on a

(pea)len 1] = [(ge d)en 1] = [a(2 7)), 1) = [, (£7)1] = [e, 1].

Par conséquent, I’élément b = [«, 1] — T'[1, 1] est fixé par I. La réciprocité de Frobenius
donne I'isomorphisme suivant :
Hom;(1,ind% ;1) = Homg (ind¥1,ind% ,1)

qui associe & ¢ € Homy(1,ind%,1) : 1 +— —b, la fonction ® € Homg (ind%1,ind% ;1)
qui envoyant la fonction caractéristique de I vers —b.
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On veut prouver que ® s’annule sur les fonctions constantes. Tout d’abord, on fait la
remarque suivante : on peut écrire chaque fonction constante de indf( 1 sous la forme
A2 ker/rk[1,1]), avec A € F. On a donc

A ELI)) =X D —k-b.

keK/I keK/I

Pour voir que ®(A(X ;e k7 k[1,1])) = 0, il suffit donc de montrer que AD "y /rk-b=0.
Maintenant, en rappelant que b = [o, 1] — T'[1,1], on a

S ern 2 Y e 210y k) € o+ 2,

keK/I keK/I keK/I
-[l .
(1) suit du fait que T € Endg(ind$ ;1)
(2) Pour chaque g € G, [k,1](g) = o(gk)(1) si g € KZk™! et 0 sinon. Et k- [1,1](g) =
[1,1](gk) = o(gk)(1) si gk € KZ i.e g € KZk™, 0 sinon. D’ou le résultat.
(3) T'[k,1] = T'[1, 1] puisque

Tk1l= > [kdseald M= D [dseald HD] =T, 1]
¢ KZeG/KZ g KZeG/KZ

(4) F est de caractéristique p.

D’autre part, on a

> kfal]= Y [ka, 1] =T[1,1]

keK/I keK/I

dont la deuxieme égalité provient du fait que

11,1 = Z [kaﬁpa(kil)(l)] = Z [k, 1] = Z [k, 1]

kKZeG/KZ kKZeKZa 'KZ/KZ keK/I

Puisque I'application k € K/I — ka™' € KZa 'K Z/KZ est un isomorphisme, on a :

Yo kb= > kelo,l]— ) k-T[,1]=T[1,1] - T[1,1] =0.

keK/I keK/I keK/I

On a donc que ® s’annule sur les fonctions constantes. Par conséquent, elle induit une
application

SymP~'F? — ind% 41

qui envoie zP~! vers b. On note
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hy : ind%,SymP~F? — ind$ ,1 =: 1(1)

I’application qui lui est associé par réciprocité de Frobenius. Remarquons que h; est
caractérisée par la propriété hy([1, zP~1]) = b.

Maintenant il faut vérifier que h; est compatible avec 'action de T. Soit C C K l’en-
semble des matrices de la forme ( ) pour i =0,1,...p—1, auquel on ajoute la matrice
w=(9}). Alors Car est un ensemble de représentants de KZaKZ/KZ, et on a :

T([1,2"7Y) = > [g,soa(g_l)(%p_l)](2Z(k‘a)-[cha(a_lk_l)(w”_l)]

gKZeG/KZ keC
2 S ke LGDEDE@ L Y (k) (L
ked keC\{1}
= Z (kaw) - [1,2P71Y].
keC\{1}

Donc on a

ho(T[La? ") = ) (kaw)-b. (%)

keC\{1}

(1) ¢(«) est a support sur K Za 'K Z et déterminée par o~ +— Sym”(39). Or, comme

on I'a déja observé, il y a un isomorphisme entre K/I et KZaKZ/KZ, ce qui permet

d’écrire la somme sur C.

(2) Pala k1) = gala L)kt = (§9)

(3) Si k= (10) alors (§0)k~" = (0,0
T (

Si k=walors (§9) -w = (

ke~ 1

, done (5§) - aP™h = (=i y)pmt =y

)
), donc (99) - aP~1 =yp~ 1.

Comme,

kawla, 1] = [kawa, 1] = [kpw, 1] = [1,1]

La formule (*) se traduit a :

h(T[1,2P7) = > (L1 = Tlkaw, 1)) = Y ~T[ka,1]
keC\{1} C\{1}

= T(l,1] = T[1,1]) = Thy([1,2"71])

dont (4) suit du fait que

T[1,1) = Z [glv 90(9/71)(1)} = Z [ka, 1]

9 KZeG/KZ 9geKZaKZ/KZ
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et que :
> ke 1] =T[1,1] = o, 1].
keC\{1}
Comme chaque morphisme de G-modules défini sur ind?( 7 SymP ~1F? est caracterisée par
sa valeur sur [1,2P71], et T est G equivariant, h; est bien un morphisme de F[T][G]-
modules.
Pour prouver que h; induit un isomorphisme, on a besoin du résultat suivant :

Lemme 4.0.8. Soit A € F. Alors hy est non nulle modulo T — .

Démonstration. Supposons (T — \)¢ = b pour ¢ € ind%,1. Comme le support de b est
contenu dans la boule de rayon 1, d’apres le Lemme 2.4.4, on a que le support de ¢ est
contenu dans la boule de rayon 0. Donc ¢ doit étre dans IF- [1, 1]. Mais alors [a, 1] devrait
étre dans l’espace vectoriel engendré par [1, 1] et T'[1, 1], qui est absurde pour des raisons
de support.

O

Grace au Lemme (4.0.8), hy induit un homomorphisme non nul

ind%, Sym?'F?/(T, 1 — \) — ind%, 1/(Tp — \)

Pour A # +1, les deux représentations sont irréductibles, donc le morphisme obtenu est

un isomorphisme. Si n > 1, hy induit encore un homomorphisme
ind%, SymP~'F?/(T,_1 — \)" — ind%, 1/(Th — \)",

et, par récurrence sur n, si A # £1, ce morphisme est encore un isomorphisme en utilisant
la suite exacte

Ty 1—A
0 —— Tyt /(Tpo1 = N)" == Tyt /(Tpo1 = A" —— Tt /(T = A) —— 0
ot on a posé I, 1 := ind%, SymP~!F2. L’exactitude & gauche vient du fait que si
A € F, I, n’a pas de torsion sous Tj,—1 — A (résultat analogue au Lemme 4.0.8 en

remplagant b par 0). En passant & la limite sur n, on obtient I'isomorphisme voulu.
O
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Chapitre 5

Un énoncé local

Nous adopterons les notations suivantes :

On fixe 7 : Ig, — GL2(&) un type galoisien, k¥ > 2 un entier et ¢ : Gg, — E*
un caractere continu. On note V' une représentation potentiellement semi-stable de type
(k,7,7). Onnote p : Gg, — GL2(IF) une représentation continue, d’espace vectoriel sous-
jacent Vg, tel que Endg, (p) = F. On note R(p) la O-algebre universelle de déformation.

5.1 Représentations et Pseudo-représentations

On a vu dans le Lemme 3.2.6 que si p: G — GL,,(FF) est une représentation absolument
irréductible alors ses déformations sont determinées par leur traces. L’idée au-dessous
de la notion de pseudo-représentation est donner une caractérisation des applications
sur G qui sont trace d’une représentation et étudier la théorie de déformation via les
déformations des applications traces. C’est Wiles qui a le premier introduit les pseudo-
représentations de dimension 2 d’un certain groupe [37]. Puis Taylor a développé 1’étude
des pseudo-représentations de dimension d d’un groupe quelconque [34]. Dans cette sec-
tion on ne donnera que des définitions et des énonces des résultats qu’on va utiliser par
la suite.

Soit R un anneau avec unité et B une R-algebre.

Définition 5.1.1. Une représentation de dimension d de B dans R est un morphisme
de R-algébres p : B — My(R). Deuz représentations p et p' sont dites équivalentes s’il
existe une matrice M dans GL4(R) tel que p'(b) = M ~1p(b)M pour tout b dans B. Si R
est local de corps résiduel F, la représentation résiduelle associée est la représentation
p:B®rF — My(F) déduite de p par réduction modulo l’idéal mazimal m de R.

Remarque 5.1.2. Lorsque B est l'algébre R[G] d’un groupe G, il y a une correspondance
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bijective naturelle entre les représentations de B dans My(R) et les représentations G
dans GL4(R).

Définition 5.1.3. Une pseudo-représentation de dimension d de B dans R est une
forme linéaire T : B — R vérifiant :

i. T(1)=d;
ii. T est centrale, c’est-a-dire que ¥ by,ba € B, T(bi1ba) = T(bab1) ;
i1i. Vbg,...,by € B, ZaeSd+1 €(0)Ty(bg,...,b3) = 0, ot o est une permutation de

Sat1, €(0) est sa signature. Si o se décompose en m, cycles de support disjoints :

(11,43, .. iy (id, 43, . b2y o Gl iR i)

me’ “Mg? Y ' Mo
ou il =0 et T, est Uapplication définie par

To(bo, -, ba) = T(byy bz, bx )T (b bz, i) . T(by bz by ).
17 2 m Mg

7,'%’ 1 9 o olmg
Lorsque G est un groupe, on peut définir une pseudo-déformation de dimension d de G
dans R : c’est une application 7" : G — R vérifiant les propriétés (i),(ii),(iii) énoncées
ci-dessus pour les éléments du groupe. Si B = R[G] ces deux notions sont équivalentes,
comme dans le cas des représentations.

Définition 5.1.4. Soit f : A — A’ une surjection d’anneauzr et Txr : G — A’ une
pseudo-représentation. Une déformation de Ty dans A est une pseudo-représentations
continue Tx : G — A de G telle que foTx =Ty

Maintenant on suppose que G soit profini et engendré topologiquement par un nombre
fini d’éléments. Soit x un corps topologique tel que 2 soit inversible. Si k est discrete et
de caractéristique p > 0, on pose W = k ou bien un anneau de valuation discrete de
caractéristique 0 et de corps résiduel . Dans tous les autres cas on pose W = k.

On fixe une psudo-représentation continue de dimension d : T, : G — k. On note C la
catégorie des W-algebres locales artiniennes de corps résiduel k. On note D%i :C — Ens
definie par

Dy (A) = {déformations 74 : G — A qui relévent T}

Lemme 5.1.5. Supposons que d! soit inversible dans k. Alors D?i est pro-représentable
par une W-algébre locale compléte R%i.

Démonstration. Voir [26, Lemme (1.4.2)]. O

Soit Vi un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action continue de G tel que
Endy Vi = k. Soit Ry, la W-algebre universelle de déformation de Vj; qui représent
le foncteur Dy,.. On note 7T, la pseudo-représentation qui correspond a V, et R%i la
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W-algebre locale complete qui représent le foncteur D:I;i. L' Soit n : Dy, — D:F}i define
par :
n(A) : Dy, (A) — DI (4), p Trace(p).

Comme Hom(Ry, , A) = Dy (A) et Hom(R7y, , A) = Dy, (A) on en déduit une fleche :
f(A) . HomW—alg(RVm A) — HOHlW_alg(Rgi, A)
On note 0 : Ry — Ry, = f(Ry,)(idg,, ). On a le résultat suivant

Théoréme 5.1.6. Soit Vi, un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action
continue de G tel que End gV, = k. Soit Ry, la W-algebre universelle de déformation
de V. On note T, la pseudo-représentation qui correspond a Vi et 0 : R%i — Ry,
Papplication qu’on a defini au-dessus.

i. Si Vi est absolument irréductible, alors 6 est un isomorphisme.

1. 81V, est une extension non triviale de wy par we pour deux caractéres distincts wy
et wy de G et Ext,i[G}l(wl,wz) est de dimension 1 sur k, alors 6 est surjective.

Lemme 5.1.7. On suppose que G = Gq, et rk C Fp et Vi, comme dans 5.1.6. Supposons
que Vi satisfait (i) ou (i) du Théoréme 5.1.6. Alors Uapplication

(Ry [1/p]) — (Ry,[1/p)"

induit par 0 est un isomorphisme.

Lemme 5.1.8. Soit Tr une pseudo-représentation de dimension 2 de Ggq, sur F avec
Tw irréductible ou bien Tr une somme de deux pseudo-représentations de dimension 1
distinctes, wi,ws : Gg, — F*. Sip =3, on suppose que wlwgl %+ w. Soit RIT);’O l’image
de R%; dans (R%;[l/p])red. Alors il existe un R%;’O—module M libre de rang 2 muni d’une
action continue de Gq, tel que pour tout o € Gg, la trace de o sur M est donnée par
T(o) € R7°.

On remarque les deux faits suivants que I’on déduit par le Théoreme 5.1.6, et les Lemmes

5.1.7et 5.1.8:

i. Soit Vj; un r-espace vectoriel de dimension 2 muni d’une action continue de Gg,
telle que End, Vi = k. Soir T la pseudo-représentation definie par T = Trace(p)
et t une pseudo-représentation. Alors il existe une représentation Vi de dimension
2 sur E' de G, telle que v = Trace(V%).

ii. RP(t) est topologiquement engendré par les éléments T'(0), o € G, .

On conclut cette section avec le résultat suivant :

1. La pseudo-représentation T est definie par T, (g) = Trace(p(g)).
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Théoréme 5.1.9. Soit Vg une représentation continue de G, sur un F-espace vectoriel
de dimension 2 & caractére central V¥xcyc. Soient © = Trace(Vy) et RP(t) la O-algébre
universelle de déformation. On suppose que V(II(r, A, x)) est un facteur de Jordan-Hdlder
de V. Alors il existe une application 0 : RP*(t) — F[S] telle que pour tout o € Gg,,
0(T(0)) € F[S] agit sur V(II(r, A, x)) via 0+ Xeye(o)o™t. Lapplication 6 est surjective
sauf sir =p—2 et A = E1. Si Vf est réductible, alors 6 depénd seulement de V§° et pas
de (1, A, ).

5.2 Une grosse représentation de GL2(Q))
GL2(Qp) (k‘, 7_)’

GLa(Zp)05 7
une représentation de GL2(Qp) sur laquelle R¥ (k, 7, p) agit. Cette représentation fera le

Dans cette section on va construire, a partir de I'induite compacte ind

lien entre fiau et RY(k,7,p) ®0 F.

L’hypothese suivante sur le type (k, 7,1) est cruciale pour la suite du travail.

Hypotheése 5.2.1. Soit E' une extension finie de E. Soit V un E’-espace vectoriel de
dimension 2 muni d’une action continue de Gq,. Supposons que V' soit potentiellement
semi-stable de type (k,T,1). Il existe un Op/-réseau admissible I1 a caractér central 1),
tel que V(II) ®p,, E' = V et tel que o(k,7) — Il ®p,, E' soit une inclusion GLy(Zy)-
équivariante.

Remarque 5.2.2. Kisin a construit un candidat pour 11 qui satisfait V(II) ®o,, E 5V
G
sauf si p = 3 et la représentation modulo p associé a 'V est (§71)® x ou indGE’;wg ® X
D

(cf. [27, Théoréme 0.1]). L’inclusion n’est connue que si V devient semi-stable sur une
extension abelienne de Qp (cf. [26, Théoréme 1.2.8]).

On rappelle que o(7) est le type défini par Henniart associé a 7 et
Ly, Co(k,7) = 0(r) @ Sym" 2 E?

est un O-réseau stable. Le caractere central de o(k, T) est par définition

2

k—
J(kv 7_)|Z;< = chc detT’Z; = G(k’ T)‘Z;; ‘

On note t : Gg, — F la pseudo-représentation donnée par la trace de p et RP*(¥) la
O-algebre universelle de déformation. On suppose que E’ est une extension de E et que
t est une déformation de T & Opgr. Quitte & agrandir E’, il existe une représentation
Vi de dimension 2 sur E' de Gg, tel que v est donnée par la trace de V;. La semi-
simplifiée est determinée de fagon unique. On suppose que V; est de type (k,T,v). Par
I’'Hypothese 5.2.1, il existe un Opr-réseau admissible I, de caractere central ) tel que
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Ve & V(L) ®o,, E' et il existe une inclusion K-équivariante o(k,7) — Il ®o,, E'. Si
z€ Zetx €o(k,T),onpose z-x := 1(z)x. Le plongement devient alors K Z-équivariant.
Par le Lemme de réciprocité compacte de Frobenius on obtient une application

ind% o (k,7) — II, ®o,, E'.

Quitte a multiplier par une puissance de p, on peut supposer qu’elle induit une applica-
tion
ind% , Lt 1) — Il (5.2.3)

Théoréme 5.2.4. On note Il(x) la fermeture de l’image de 5.2.3. Elle est un O-réseau
admassible tel que :

i. II(v) ®o,, E' =1l ®0,, E' siV; est absolument irréductible.

i. II(r) ®o,, E' est un sous module fermé strict sinon. Plus précisément, dans ce cas
I(r) ®o,, E' et (II/I1(t)) ®o,, E' sont des GLa(Qy)-représentations admissibles
qui dépendent seulement de V.

Démonstration. Voir [14, Théoreme 0.4] ou [9, Proposition 2.2.1]. O

On peut appliquer le foncteur V de Colmez a II(t) et on obtient une représentation de
Gq, sur un O-module libre de rang 1. Comme V(II(t)) ne dépend que de V*, I'action
de Gg, sur V(IL(r)) est donnée par g -z = x5 (g)p(g).

On pose V(r) = V(II(r)). On déduit du Théoreme 5.2.4 que 'image de la composée

V() = V(L) — Vi

est égal a V; si V; est absolument irréductible et & un E’-sous-espace vectoriel de dimen-
sion 1 de V; sinon.

Maintenant on se donne une collection finie de déformations distinctes U = {ty,...,t,}
de T (définies sur E’ quitte & agrandir E’). Pour toute t; on fixe V;,, potentiellement
semi-stable de type (k, 7,%) tel que la trace est t;. Pour tout ¢ on obtient une fleche

ind% , Ly, — TI,.

On note II(U) la fermeture de I'image de

n
ind% , Ly, — @ Il,,.
i=0
Elle est encore un O-réseau admissible.
Enfin, si on se donne une famille dénombrable de déformations U = {t;};>1 et une famille
(V4,)ix1 de représentations semi-stables de type (k, 7,) tel que, pour tout i, la trace de
Vi, est t;, on pose
(V) = lim I(U")
ol U’ parcourt les sous-ensembles finis de U. On pose V(U) = lim V(II(U")).
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Lemme 5.2.5. Soit U = {t;}i>1 une famille dénombrable de déformations distinctes de
t. Alors :

i. V(U) est un RP3(tY)-module.

ii. Si U C U est une inclusion d’ensembles, alors la fléche naturelle V(U) — V(U')
est une application de RP5(t)-modules.

iii. Siv e U, alors RP5(Y) agit sur V(r) via l"image de lapplication correspondante
Ty : Rps(f) — OE/.
En particulier V (t) est un x.(RP*(¥))-module.

Démonstration. i. Il suffit de démontrer le lemme lorsque U = {ti,...,t,}. Comme
on a une inclusion II(U) — @ Il et le foncteur V est exact, on obtient
V({U) — @, V(). Or, pour tout i, V(II,) C V;, et donc on a une inclusion
V({U) — @, V. Lanneau RP*(¥) agit sur V;, via le caractere z, : RP5(¥) — Op
correspondant a la pseudo-déformation v;. On a vu que RP*() est topologiquement
engendré par les éléments T'(0), o € Gg,. Il suffit de vérifier que 'application

T(0): V(U) - P Vs,
r=1

induite par T'(o) a son image dans V(U). L’action de T'(o) sur chaque Vi, est
donnée par o + ¥ Xeyc(0)o ™. Comme V(U) est un sous-espace de P}, Vi, stable
par G, on peut conclure.

ii. Il est conséquence du fait que 'application V(U) — V(U’) respecte 'action de
Gq,-

iii. C’est évident.
O

Remarque 5.2.6. On peut montrer de la méme maniére que V(U) est un R(p)-module
car RP*(¥) — R(p) par le Théoréme 5.1.6. De plus, si U' C U" est une inclusion d’en-
sembles finis, la fleche Iy v = II(U") — II(U’) est d’image dense car le diagramme
suivant

f 1
ind% , Ly, , —I(U")

for lHU/’UN
)

est commutative et donc Uimage de Ty gn contient frr(ind% ,(Ly..;)). Comme TI(U') et
II(U") sont des O-reseauz admissibles, et donc de longueur finie modulo 7", pour tout
n, alors Iy yn est surjective. Par exactitude du foncteur V on a aussi V(U") — V(U').
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5.3 Preuve de I’ Inégalité

Dans cette section on veut prouver le résultat suivant qui établit une inégalité entre les
deux multiplicités pigai(k, 7,0) et fraut(k, 7, p) :

Théoréme 5.3.1. Soit k un entier > 2. Soit 7 : I, — GL2(E) un type galoisien et
Y : G, — O™ un caractere continu telle que wxg}jck |[Qp~ det 7.
Supposons que

p: GQP — GLQ(]F)

est soit absolument irréductible soit une extension non triviale de wo par wy, ot wi,ws :
Gq, — F* sont des caracteres distincts avec wy # wws.

Alors :
e(RY (k,7,0)/mRY (k, 7.5)) < ftaus(k, 7, 7).

Le théoreme, tel que demontré par Kisin, découle de 2 majorations intermédiaires.

5.3.1 Premiere majoration

Soit I, le noyau de la fleche = : R(p) — Op qui correspond & une représentation
potentiellement semi-stable de type (k,7,1) : V. On note U 'ensemble des applications
qui vérifient cette condition et I = (1), ;s I L’ensemble U est non dénombrable. D’apres
le Lemme de Rees (cf. [30, Théoreme 8.5]) il existe Uy, sous-ensemble dénombrable de
U, tel que I = (g, Lz- Donc RY(k,7,p) = R(p)/ Nec, Lz~ On dispose de I1(Up) et de
V(Uy) (cf. 5.2).

Définition 5.3.2. Soit QQ une représentation de GL2(Q,) sur un F-espace vectoriel. Soit
P une collection de représentations de la forme w(r,\,x) toutes a caractere central 1.
On pose Qp = @Q’ ot Q' parcourt les quotients de QQ de longueur finie tels que les
facteurs de Jordan-Holder sont isomorphes a un sous-quotient d’une représentation de
la forme 7(r, A\, x) € P.

Remarque 5.3.3. Le foncteur QQ — Qp est exact a droite.
On pose V(Qp) = imV(@),
Lemme 5.3.4. i. RY(k,7,p) agit fidélement sur V (Up).
ii. V(Ug) est un RY(k,T,p)-module de type fini sans p-torsion.
Démonstration. i. On rappelle que R(p) agit sur V, a travers la fleche x : R(p) —
Opr. Comme 'action de R(p)/I, est fidele sur V, et V(U') — @,y Va, alors

Paction de R(p)/(\,cp Lo est fidele sur V(U'), ot U’ est un ensemble fini. Donc
I'action de RY(k,T,v) est fidele sur V(Up) comme V (Up) Uo V(U') et

mer I, = ﬂero I

= lim,,
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ii. Si U’ est un sous-ensemble fini de U, alors II(U’) est un O-réseau admissible.

Alors V(U') = V(II(U’)) est sans p-torsion et p-adiquement séparé et complet,
a savoir [, p"V(U’) = 0. Donc il en est de méme pour V(Up). Il suffit donc de
montrer que V (Up)/7V (Up) est un RY(k,7,p) ® F-module de type fini. On pose
Ly := Ly ®0 F. Notons P; I'ensemble de représentations de la forme m(r, A, x),
a caractere central 1, telles que V(m(r, A, x)) est un facteur de Jordan-Holder de
Vi. Par densité de ind% , Ly, dans TI(U"), on a ind% , Ly, — I(U')/7IL(U’). On
veut montrer que II(U")/7II(U’) n’a que des facteurs de Jordan-Hélder dans Pp.
Comme V,, est une déformation de p alors V,/7n"V, est aussi une déformation de
p. Alors ses facteurs de Jordan-Holder sont ceux de p donc il en est de méme de
@D.cv Va/m"V, donc aussi de V(U') /7nV (U’). Cela entraine que pour tout U’ sous-
ensemble fini de U, TI(U") /TI(U’) est un quotient de ind%, Ly , dont les facteurs
de Jordan-Holder sont dans P; et on en déduit

(ind% L) g — 1(Un)/mI1(Uo)-

Fixons maintenant L;,_1 C L; une filtration de fkﬁ par des sous-[IF-espaces vecto-
riels stables par KZ tels que L;/L;_1 est une représentation irréductible de KZ
sur [F.

Considerons les fleches

(indf 5 Li) g — (ind% ;Lir) 5 — H(Uo)/m1L(Uo)
d’ott on déduit
V((indf ;L)) — V((ind% 5 Lir) ) — V(I(Uo)/71L(Uo)) (5.3.5)

la deuxieme fleche étant surjective par exactitude du foncteur V. On note
(V(Up)/mV (Up)); I'image de la fleche composée a droite. On veut montrer que
(V(Up)/mV (Up)); est un sous-R(p)-module de V(Uy)/7V (Up). En effet, comme
RPS(t) est topologiquement engendré par T'(o) pour o € Gg, et RP(t) - R(p), on
déduit que R(p) est engendré par le méme éléments. Donc il suffit de montrer que
les éléments T'(0) € R(p) préservent (V (Uy)/wV (Uy));. Or, T(o) agit par :

T(U) =0+ % chca—_l sur V(UU)/WV(UU)
et (V(Uo)/mV (Up))i est stable par Gg,, on peut donc conclure.
Soit maintenant gr;(V (Up)/7nV (Uy)) := (V(Uo)/7V (Uy))i/(V (Up)/7V (Up))i-1. On
a par 5.3.5 :

gr;(V(Up)/mV (Uy)) est un quotient de V((ind?(ZLi)ﬁ%)/V((indgzLi,l);D%).
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Or, de la suite exacte suivante :
ind%,Li_1 — ind%,L; — ind% ,(Li/Li_1) — 0
on déduit, par exactitude a droit du foncteur Q) — Qp :
(ind%zLi—1) g, — (ind%;Li) g — (ind§Li/Li1)5 — 0
et donc, par exactitude du foncteur V :
V(ind[G(ZLifl)]’;%) — V(lndgzl@)ﬁ%) — V(lnd%Z(Ll/Lz—l))ﬁ%) — 0.
On obtient : gr;(V(Up)/mV (Up)) est un R(p)-module qui est un quotient de
V(ind%Z(Li/Li_l))ﬁ:). Or, (ind%Z(Li/Li,l))]z) est soit nul, soit une des repré-
p P
sentations II(r, A, x). Pour terminer la démonstration du lemme il suffit de prouver
que gr;(V(Uy)/7V (Uy)) est un RP*(¥)-module de type fini.
Or, par les Lemmes 4.0.3 et 5.1.9 V(II(r, A, x)) est un F[S]-module libre (de rang
1 ou 2) si non nul avec une surjection RP*(t) — F[S]. En particulier V(II(r, A, X)),
donc V(ind%Z(Li/Li_l))ﬁ), donc gr;(V(Up)/mV (Uy)), est un RP*(¥)-module de
P

type fini.
O

Soit a = {V(m5)}, olt 5 est I'élément de Pj tel que {V(75)} est 'unique sous-représentation

irréductible non nulle de p.

Proposition 5.3.6. On a

ea(V(Uo)/mV (Up), RY (k,7,%) /7 RY (k, T,%)) < ptaut(k, 7, 1).

Démonstration. On note ey (M) au lieu de eq(M, RV (k,7,v)/mRY (k,7,%)). Par récur-
rence on obtient :

ca(V(Uo)/mV (Un)) = Y ealgry(V(Uo)/xV (Up)))- (5.3.7)

i

En effet

0 — (V(Uo)/mV (Uo))i-1 — (V(Uo)/7V (Up))i — gr;(V(Up)/mV (Up)) — 0

est exacte ; donc pour la Proposition 3.1.16 on a :

ea((V(Uo)/mV (Un))i) = eal(V(Uo)/mV (Un))i-1) + ealgr;(V (Uo)/mV (Uh)))

et cela entraine 5.3.7. Par la preuve précédente, on a une surjection de RP*(t)-modules :

V(indg 7 (Li/Li—1))5) — gry(V (Uo) /xV (Vo))
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laction de RP5(t) se factorisant par RP*(¥) — F[S]. Comme

dim F[S] = dim RY (k, 7, ) /7 RY (k, 7,) = 1,
ea(gr;(V(Uo)/V (Un))) = ea(gr;(V(Uo)/7V (Un)), FIS]) < ea(V(ind54(Li/Li1))5), FIS])-
Mais

0 si L;/L;—1 n’est pas un poids de p*
V(ind[G(Z(Li/Li_l))l/D:) ~ ¢ F[S] siL;/L;—1 est un poids et p* est réductible
P
F[S]? si L;/L;_1 est un poids et p* est irréductible

donc on a

ea(vﬁndIG{Z(Li/Lifl))fD%)’ F[ST)

0 siL;/L;—1 n’est pas un poids de p
1 sinon

cela entraine ) ea(V(ind%Z(Li/Li_l))ﬁ),IF[[S]]) = taut(k, 7, p) d’out le résultat puisque
P

ea(V(Uo)/7V (Vo)) € ) ea(V(ind 5 (Li/Li-1))g ), FIST)

%

5.3.2 Deuxiéme majoration

On montre d’abord un fait élémentaire d’algebre commutative :
Proposition 5.3.8. Soit R un anneau réduit, noethérien et p un idéal premier minimal.
Alors :
i. Le localisé de R par rapport a p est le corps de fraction de R/p
it. On a une injection R — H R,
p minimal
Démonstration. i. Comme R, est noethérien, il existe N € N tel que (pRp)" = 0.
Mais R réduit entraine (pRy) = 0. Or, Frac(R/p) = Ry /pRy ce qui implique (i).
ii. En effet, soit r nul dans tous les Rp,. L’annulateur I de r ne contient aucun idéal
premier minimal. Ce n’est donc pas un idéal propre, a savoir I = 0.
O
Définition 5.3.9. Un espace topologique X est dit

1. arréductible s’il est non vide et n’est pas réunion de fermés stricts;
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i1. noethérien si toute suite décroissante de fermés est stationnaire.

Proposition 5.3.10. Soit X un espace topologique non vide noethérien. Alors, X est
réunion finie de fermés irréductibles X;. L’ensemble des X; est bien déterminé par X si
on impose X; ¢ X; pour tout i # j : c’est Uensemble des fermés irréductibles mazimaux
de X, appelés composantes irréductibles.

Démonstration. Voir [29, Proposition 49.11]. O

Définition 5.3.11. Soit X un espace topologique. On dit que n € X est générique si
son adhérence est un fermé irréductible mazrimal de X.

Proposition 5.3.12. Soit X = Spec(A4)

i. Un ferméY = V(I) de X est irréductible si et seulement si le radical de I est
premier. En particulier X est irréductible si et seulement si A posséde un unique
idéal premier minimal (qui est alors le nilradical de A).

ii. Si A est noethérien, les composantes irréductibles de X sont les V (p;) avec p; idéal

premier minimal de A.
Démonstration. [23, Proposition 3.15]. O

Proposition 5.3.13. Soit X = Spec(A) avec A noethérien. Alors X est un espace
topologique noethérien.

Démonstration. Voir [23, Proposition 3.2]. O

Comme on a déja remarqué (cf. 3.3.4) 'anneau RY (k, 7, ) est noethérien, donc par 5.3.13
Spec(R¥(k,,p)) est un espace topologique noethérien et par 5.3.12 ses composantes irré-
ductibles sont données par SpecR¥ (k, 7,75)/p, ol p est un idéal premier minimal. Comme
RY(k,7,p) est réduit on a RY(k,7,p), = Frac(RY(k,7,p)/p) par la Proposition 5.3.8.
Alors Rw(k, 7,P)p est le corps de fonctions de la composante irréductible correspondante
ap.

Définition 5.3.14. Supposons que Z C SpecRY (k,T,p) est une composante irréductible.
On dit que Z est de type irréductible si la représentation de Gg, — GL2(RY(k,7,P)p)
est absolument irréductible et de type réductible sinon.

On donne maintenant ’énoncé d’un résultat classique que on va utiliser par la suite :

Lemme 5.3.15. Soit K un corps et V,W deux représentations d’un groupe G sur des
K -espaces vectoriels de dimension finie non nuls. Supposons V' absolument irréductible
et soit Py(X) := det (X — 0)|y) pour o € K[G]. Si P,(o)lw = 0 pour tout 0 € K|[G]
alors W a tous ses facteur de Jordan-Hoélder sur K isomorphes a V.
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Démonstration. Voir [26, Lemma 1.6.11]. O

Lemme 5.3.16. Soit K un corps, G un groupe et V un K-espace vectoriel de dimension
2 muni d’une action K-linéaire de G. Supposons que

Trace(g) = x1(9) + x2(9) avec xi:G — K*
alors V3 = x1 & xo.

Lemme 5.3.17. i. St p est absolument irréductible, alors toutes les composantes

sont de type irréductible.

it. Si p est réductible et Z de type réductible, alors la représentation
Go, — GLy(RY(k,7,p)p) est réductible de la forme (0 5;) ot wi + Gg, —
(RY(k,7,D)/p)* reléve w.

Démonstration. i. Supposons par ’absurde qu’il existe une composante irréductible
de type réductible : Spec(RY(k,T,p)/p). Quitte & remplacer RY(k,T,p)/p par sa
cloture intégrale dans lextension finie de RY(k,T, P)p sur laquelle
Gg, — Gl (R¥(k,7,p)p) deviendrait réductible, on peut supposer
Gq, — GL2(R¥(k,T,p)p) réductible. Choisissons une base rendant cette représen-
tation réductible. Il existe f € R¥(k, 7,p)/p tel que Gg, — GLa((R¥ (k,7,p)p)[1/f])
est déja réductible. Donc toute déformation de p associée a un morphisme
(R¥(k,,p)/p) — Op/ qui envoie f dans un élément non nul est réductible. Cela
est impossible puisque p est absolument irréductible.

ii. En procédant comme au (i), on en déduit I’existence d’un ensemble de morphismes
de Op-algebres, = : RY(k,7,7)/p — Opgr. A chaque z est associée p,, une défor-
mation réductible de p. Alors p, est une extension non triviale de wy, par wi 4,
Ol Wi 4, W5 : Gg, — (RV(k,7,p)/p)* relévent wi,ws. On remarque que les mor-
phismes ci-dessus donnent un ensemble de points Zariski-dense de RY(k,T,5)/p.

Comme p, est de type (k,T,1) avec ¢|1Qp ~ X’gy_f

detr, cela force 7 a étre de la
forme T = &1 @ g2, quitte a agrandir E, avec ¢; : Ig, — O*. Les ¢; s’étendent a
G, puisque T est un type galoisien et :

~ _ k—1
Wl,x’I@p = Xcyc €1

W2zllg, = €2

On fixe un tel xg et on considere la pseudo-représentation donnée par :

~ ~ —1
O = Wl ggUT + W2 z0 lp

ol T = 14 5 et on note pur le caractere non-ramifié qui envoie le Frobenius
géométrique sur T Elle est a valeurs dans O[S] et correspond & une immersion
fermée :
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Z = Spec(O[S]) < SpecRP*(t).

De plus, un ensemble Zariski-dense de points de Z provient de points de R¥ (k, 7, p)
par ce qui précede :

Z Spec(RP3(T)))

| |

Z x Spec(R¥(k,7,7))) — Spec(RY (k, T,p)))

Comme Z x Spec(RY (k,7,p))) < Z est un immersion fermée et 'image est Zariski-
dense, on a un isomorphisme. Donc la représentation Gg, — GL2(RY(k,T,p)/p) ~
GL2(O[S]) a pour trace Wy zopur + @Q,Iou}l. On conclut par le Lemme 5.3.16.

U

Proposition 5.3.18. Supposons p irréductible. On a :
ca(RY (k,7,p)/mR" (k,7,D)) < ea(V(Uo)/xV (Uo), RV (k,7,p)/xRY (k, 7, D).

Démonstration. On note V¥ (k,7,p) la déformation Gg, — GLa(RY(k,7,p)). On veut
montrer qu'il existe une injection de V¥(k,1,p) dans V(Up). Soit o € R¥(k,7,p). Par
définition

P,(X) = X? — Trace(0) X + 1/2((Trace(o))?) — Trace(c?))

est le polynome caractéristique de o € G, sur VY (k,7,p). Il annule V,, pour tout = € Uy.
En effet Poperateur 0% — Trace(o)o + ¥(0)xeye(0) agit sur V, par 0. Mais V, est par
hypothese de déterminant 1 xcyc. Comme Py (X) annule tout V;, x € Uy, il annule V (Up).
Par le Lemme 5.3.17 V¥ (k,7,p) ® RY (k,7,p) RY(k,T,p)p est absolument irréductible si p est
minimal. On peut donc appliquer le Lemme 5.3.15 & V¥ (k, 7,p) ® RY (k,7,p) RY(k,7,D)p et
V(Uo) @R (k,r5) RY(k,7,p)p. On en déduit un injection Gg,-équivariante de RY (k, 7, p)-
espaces vectoriels :

VY(k,7,0) @rorp) BY (k7. 0)p = V(Uo) @poh,rp) BY (k7 5)p-

Par le Lemme 5.3.8, comme RY(k, T, p) est réduit, on a :

RV(k,mp)— [[ RYG70)

p minimal

et size Hp minimal BY (K, 7, D)y, il existe f ¢ p pour tout p tel que fo € RY(k,7,p).
On a donc :
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VY(k,7,p) @1, R (k. 7, 5)p —V (Uo) @ I, R (k. 7, D)y
VY (k,T,p)

On sait que V¥ (k,7,7) est libre de rang 2 sur R¥(k,7,7), donc il existe f € RY(k,T,p)
tel que V¥ (k,7,p) — 1/fV(Uy) C V(Up)[1/f]. On note V (Up)[f] la f-torsion de V (Up).
Soit m € Zxg tel que V(Up)[f] est tuée par f™. On a :

VOl ) V() s v

ot la fleche au milieu est un isomorphisme. On en déduit que V¥ (k,7,p) — V(Up) est un
injection de R¥(k,7,p)-modules commutant & Gq,- Toujours par la Proposition 3.1.16
on a ey (V¥(k,7,0)/TRY(k,7,p)) < ea(V(Uo)/mV (Uo), RY(k,7,p)/mRY (k,T,p)). Mais
comme p est irréductible, il est clair que eq (VY (k,,p)/mR¥(k,7,7)) < ea(RY(k,T,7)),
ce qui entraine la proposition.

O
Proposition 5.3.19. Supposons p réductible. On a :
ea(RY (k,7,p)/mRY (k,7,p)) < ea(V(Uo) [V (Uo), R? (k, 7, p) /w R’ (k, T, p)).

Démonstration. On note I'™ I'idéal correspondant aux composantes de type irréductible
et I celui correspondant aux composantes de type réuctible.
Comme l’application

Rw(km p) — i @y pred

est un isomorphisme sur les points génériques, on a :

ea(RY(k,7,0)/7) = ea(RY(k,7,0)/(m,I"")) + ea(R" (k, 7, D)/ (w, I"*%))

par la Proposition 3.1.18. On va majorer chaque terme dans la somme de droite.
Exactement la méme preuve que dans le cas p irréductible en travaillant avec
RY(k,7,p)/1"! donne :

ea(V¢(k,T,ﬁ)/(ﬂ-,Iirr)7RTﬁ(k,T,p)/(ﬂ.,Iirr)) < ea(V(Uo),Rw(k,T, p)/(ﬂ_,[irr))

etona:

e(RY(k,7,7)/(m, I'™)) = ea(V¥(k, 7, 7)/(x, I™), R (k, 7,5)/ (x, I"T))

puisque p est réductible et qu'on ne compte qu’un facteur de Jordan-Holder sur 2.
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Si p est de type réductible, alors
VY (k, 7,0) /T @go o.r.5) 1700 RY (K, 7,D)y

posséde un sous-R¥ (k, T, p)p-espace vectoriel de dimension 1 sur lequel G, agit par w;
par le Lemme 5.3.17. Soit v, un vecteur de base de ce sous-espace vectoriel. En raisonnant
comme dans la Proposition 5.3.18, on peut trouver f € RY(k,,p) non diviseur de 0,
tel que v := (fvp) provient de VY (k,1,p) /I, et G, agit sur v par un caractere w;
tel que W1 releve wy. Si = est sur une composante de ™4, alors o — @y (o) est nul sur
chaque V() < V, et donc sur V(Up)/I**?. En reproduisant la méme preuve que pour
p irréductible, on obtient

(RO (k7 ) /1Y) -0 < V (U) /1
ce qui entraine
Cal (B (k.. 7)/ (7. 1) ) - ) < eV (U0) /(. 1), R (b, 7.7) (. ")
Or, comme f n’est pas diviseur de 0, on a :

(B (k7. 2)/(m. 1)) = eal (RY(k,7.7)/ (., 1) ) -v)

Donc

ea(V(Uo)/(m, '), R (k, 7,p) / (m, I*)) + ea(V (Un) / (m, I'™), R? (k, 7, )/ (m, "))
= ea(V(UO)/(Ired77T)v Rw(k},T,ﬁ)/ﬂ') + ea(V(Uo)/(Iirra 7[‘), Rw(kv7_7 :0)/77-)'

e(RY(k,7,p)/)

N

Comme I’application
V(Uo) — V(Up)/I™ &V (Uy) /I

est un isomorphisme sur tous les points génériques on a finalement par la Proposition
3.1.18

ea(V(Uo)/ (1", 1), R (k, 7, D) /) +ea(V (Uo) /(1" m), R (k, 7,) /1) = ea(V (Uo) /7, RY (k, 7, p) /7).

et donc
( (k TP )/W) X (V(UO)/7T7Rw(vavﬁ)/7r)

ce qui termine la preuve.
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5.3.3 Fin de la preuve

Théoréme 5.3.20. Soit k un entier > 2. Soit 7 : Iy, — GLa(E) un type galoisien et
Y : Gg, — O™ un caractére continu telle que z/JXzy_Ck |1@pN det 7.

Supposons que

p: GQp — GLQ(]F)

est soit absolument irréductible soit une extension non triviale de wo par wy, ot wi,ws :
Go, — F* sont des caractéres distincts avec wi # wwo.
Alors :

6(Rw(k}, T ﬁ)/ﬂRwUfa T, ﬁ)) < uaut(k7 T, p)

Démonstration. Par la Proposition 5.3.6, on a :
ea(V(Uo)/mV (Uo), RY (k, 7,9) /mRY (k, 7, 4)) < prans (K, 7, 10).
Eton a:
ea(RY (k,7,p)/mR" (k,7,p)) < ea(V (Uo)/xV (Uo), RY (k, 7, p) /xR’ (k, T, p)).

par les Propositions 5.3.18 et 5.3.19.
On peut donc conclure. O



Annexe A

Vecteurs de Witt

Soit p un nombre premier. Soient (Xq,..., X,,...) et (Yp,...,Y,,...), deux suites d’in-
déterminées et considérons les polynémes suivants (appelés “polynomes de Witt”) :

Wo = Xo
Wy :Xg—i-le

On a le théoréme suivant :

Théoréme A.0.1. Pour tout ® € Z[X,Y], il existe une suite (¢o, ..., Pn,...) d’éléments
de Z[Xo, ..., Xny .. 5 Y0,..., Yy, . .| et une seule telle que l'on ait :

W0, -, ¢n,...) = 2(Wr(Xo,...), Wn(Yo,...)), n=0,1,...
Démonstration. Voir [32, Théoreme 5]. O

Notons maintenant Sy, ..., Sp,..., (resp.Py,..., Pp,...) les polynémes ¢y, ..., ¢, asso-
ciés par le procédé du Théoreme A.0.1 au polynoéme

O(X,)Y)=X+Y (resp. 2(X,Y)=XY).

Soit A un anneau commutatif et a = (ag,...,an,...),0 = (bg,...,bp,...) des éléments
de AN. On posera :

a+b = (So(a,b),...,S,(a,b),...)
ab = (Py(a,b),...,P.(a,b),...).
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Théoréeme A.0.2. Les lois de composition définies ci-dessus font de AN un anneau
commutatif a élément unité, appelé 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans A,
et noté W(A).

Démonstration. Voir [32, Théoreme 6]. O

Au lieu de considérer des vecteurs de longueur infinie, on peut se borner a considérer
des vecteurs (ag,...,a,) & n composantes. Comme les polynémes ¢ ne font intervenir
que le variables d’indice < 7, on en conclut que ces vecteurs forment un anneau W, (A),
quotient de W (A), que 'on appelle l'anneau des vecteurs de Witt de longuer n. On a
Wi(A) = A. L’anneau W (A) est limite projective des anneau W, (A) pour n — +o0.

A.0.4 Les applications V, r et ¢

Sia = (0,a0,...,ap-1,...) est un vecteur de Witt, on définit le vecteur V(a) par la
formule :
V(a) = (0,a9,...,ap-1,...) “décalage”.

L’application V : W(A) — W(A) est additive. En effet, il suffit de le vérifier lorsque p
est inversible dans A. Or, 'homomorphisme

W:W(A) — AN

qui fait correspondre a un vecteur de Witt a = (ag,...,an,...) 'élément de 'anneau
produit AN qui a pour cordonnées les W, (a), transforme V en 'application qui fait
passer de (wo, w1, ...) a (0, pwo,...).

Par passage au quotient, on déduit de V une application additive de W, (A) dans
Wi+1(A). On a des suites exactes :

0 — Wi(4) L Wi (A) = W, (A) — 0.

Siz € A, on pose :

On définit ainsi une application r : A — W(A). Lorsque p est inversible dans A, W

transforme r en l’application qui fait passer de x & (z,zP,..., 2P ,...). On en déduit par
le méme raisonnement que ci-dessus, les formules :

r(ey) =r(x)r(y), =, yeA

(ap,ai,...) = ZV”(r(an)), a; € A

r(z).(ag,...) = (zag, xPa1, ...,z an,...), =z, a; € A.
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Supposons que k soit un anneau de caractéristique p (non nécessairement parfait). L’ap-
plication x — P est un homomorphisme de k dans k. Elle définit donc une application
¢ : W(k) — W(k) donnée par la formule :

(4P AP
e(ag,ai,...) = (ay,ay,...)
qui est un homomorphisme d’anneaux.

Théoréme A.0.3. Sik est un anneau parfait de caractéristique p, W (k) est un p-anneau
strict d’anneau résiduel k.

Démonstration. Voir [32, Théoreme 7]. O
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