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Résumé. On étudie le k-module Sym™(k?), soit en tant que représentation du
k-groupe algébrique GLz, soit en tant que représentation lisse de GLa(Z,)Q,
lorsque k = FF,,. Dans ce cas, on explicite des résultats de Breuil ([2]) et Glover
([8]) pour rediger une liste, avec les multiplicitées, des facteurs de la represen-

tation Sym"(IF,,) pour n’importe quel n € N.

Abstract. We study the k-module Sym” (k?), both as a representation of the
k-algebraic group GLz and as a smooth representation of GL2(Z;)Q, as soon
as k = IF,. In the latter, we make explicit some results of Breuil ([2]) and Glo-
ver [8] to list, with multiplicty, the Jordan-Holder factors of the representation

Sym" (Fﬁ% for any n € N.
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Introduction

L’object de ce mémoire est une introduction a I’étude des représentations

de GL2(Q,) sur un corps algébriquement clos de caractéristique p. La recherche
d’un analogue p-adique pour la conjecture de Langlands classique n’en est qu’a
ses débuts, alors que le cas de caractéristique 0 a été démontré grace aux travaux
de plusieurs mathématiciens -Langlands, Weil, Jacquet, Kutzko- et généralisé
au cas (-adique par Harris-Taylor [9] et Henniart [10].
On dispose de plusieurs résultats concernant la conjecture de Langlands en ca-
ractéristique p. Par exemple, les travaux de Breuil et Colmez étabilissent une
correspondance de type Langlands entre certaines représentations du groupe de
Weil W(Q,/Q,) et certaines représentations de GL2(Q,). En revanche, on n’a
pas encore une généralisation de cette correspondance pour une extension finie
F 2 Qp. Breuil a montré qu’ils existent “beaucoup plus” de représentations
irréductibles lisses admissibles supercuspidales de GLo(F') que représentations
irréductibles lisses de dimension 2 de W (Q,/F).

Ce travail de stage se concentre sur I’étude de la représentation Sym" (Fi)
de GL2(Op), pour Op I'anneau des entiers d'une extension finie F' de Q,,.

Il comprend deux parties. Dans la premiere, on se place dans le contexte
général des schémas en groupes affines. En particulier, le paragraphe §2 ex-
pose la théorie classique des représentations linéaires des schémas en groupes
algébriques, en utilisant le langage fonctoriel que 'on retrouve dans [11] et [13].
De plus, on a mis en évidence dans §2.1.1 le lien avec la définition de la théorie
géométrique des invariants de Mumford.

La deuxieme partie est consacrée a I’étude concrete des représentations de
Sym”(Fﬁ) de GL2(Z,). Il s’agit essentiellement d’un travail combinatoire qui
permet de déduire les représentations (irréductibles lisses) de Z, (§4) et de

décrire Sym”(IFp) comme extension de certains représentions semisimples de
GL3(Z,), pour n € {p,...,2p —2}.
Enfin, a Paide des quelques résultats de Glover [8], on dresse une liste expli-

cite des facteurs de Jordan-Holder de Sym"(F,) pour n > 2p — 1.



Chapitre 1

Quelques rudiments sur les
groupes algébriques affines

Le but de ce chapitre est de donner les notions élémentaires et le forma-
lisme de base concernant les groupes algébriques affines. Plus précisement, on
commence par introduire la notion de schéma affine en groupes selon le langage
fonctoriel(§1.1). Ensuite, on introduit lemme de Yoneda, ainsi que les notions
fondamentals d’extention de scalaires et de produit de groupes algébriques. En-
fin, dans §1.3, on definit la catégorie des bialgebres, en lien avec les schémas en
groupes.

Dans ce chapitre on a suivi essentiellement les ouvrages de Jantzen [11] et Milne
13)

1.1 Définitions et exemples

Dans ce mémoire, tout anneau est commutatif et unitaire ; fixons un anneau
(dit de “base”) A.
Le terme “A-foncteur” désigne un foncteur F : A-o/lg — ¥ ou % est une
catégorie arbitraire. L’exemple le plus important de A-foncteur est donné par
le Spectre ! : si R est une A-algebre fixée le spectre de R est défini par :

Spa(R) : A-o/lg — &ns
B +— Homu(R,B)
a:B—C +— Homa(R,B)"S Homa(R,C).

Un A-schéma affine est un A-foncteur isomorphe & Spy(R) pour R une A-
algébre ; autrement dit, c’est un A-foncteur représentable. D’apres le Lemme

Len fait, toute la théorie des schémas en groupe se fonde sur ’étude de tels exemples.



de Yoneda, le représentant R de F' est unique, & unique isomorphisme pres (cf.
§1.2). Un A-schéma affine F est dit algébrique si son représentant est une A-
algebre de type fini.

Un A-schéma affine en groupes est un A-foncteur dans la catégorie ¥p des
groupes, qui est un schéma affine en tant que foncteur dans &ns (i.e. com-
posé avec le foncteur oubli For : ¥p — &ns); en particulier, les ensembles
Homp (R, B) héritent d’une structure naturelle du groupe 2 .

Remarque 1.1 Supposons A noetherien. Soit I < A[X7, ..., X,] un idéal, et
fi,--+, fr € A[X4,...,X,] une famille finie de générateurs de I. Alors on a un
isomorphisme fonctoriel :

Homp (A[X1,..., Xu]/I,R) = {(a) € R" tel que fi(a) =0 pour 0<i<r}
¢ — (6(Xi))o<i<r

qui est donné par le “principe de substitution” et par la propriété universelle
du quotient.

Exemple 1.1 On définit le A-foncteur G, : A-/lg — ¥p en associant a la

def

A-algebre R, son groupe additif sous-jacent : G,(R) = (R,+) (et en opérant
de maniere évidente sur les morphismes). Alors, le “principe de substitution”
montre que G, est un groupe algébrique :

Go(R) = Homy (A[X], R).
Pour R = A[X], id4[x) s'identifie & X € A[X] qui n’est pas I'unité de (A[X], +).

Exemple 1.2 On définit le A-foncteur G, en posant G,,(R) = (R*,-) i.e. le
groupe des unités R* muni de la structure de groupe induit par la multiplication
(et G, opere de la maniére évidente sur les morphismes). Alors, la propriété
universelle de localisation induit un isomorphisme fonctoriel

Gm(R) = Homa (A[X, X '], R)
qui fait de G, un groupe algébrique.

Exemple 1.3 On définit le A-foncteur GL,, en posant GL,,(R) = GL,(R) (ot
GL,(R) est le groupe des matrices inversibles & coefficients dans R). Encore une
fois, la propriété universelle de la localisation donne un isomorphisme fonctoriel :

GLH(R) = HOH]A(A[XLl, . 7Xn,n7 (det(Xm)i’j)*l], R)

et GL,, est bien un groupe algébrique représenté par A[X1 1, ..., Xn.n, (det(X; ;)i;) .

2maisidg € Homa (R, R) n’est pas en général I'unité de la structure de groupe (cf. ’exemple
1.1).



Exemple 1.4 On considere le foncteur {1} : A-&/lg — ¥p qui associe & n’im-
porte quelle A-algebre R 1'objet initial de ¥p (le groupe trivial). Ainsi,

{1}(R) = Homa (A, R).

On dit que {1} est le groupe algébrique trivial.

def

Exemple 1.5 On considere le foncteur u,, : A-o7lg — ¥p défini par p,(R) =
{r € Rtel quer™ = 1}. Alors (propriété universelle du quotient) :

pin(R) = Homa (A[X]/(X™ = 1), R).
On en déduit que p, est un groupe algébrique représenté par A[X]/(X™ — 1).
Exemple 1.6 Supposons A de caractéristique p. Alors a,(R) = {r € R tel que

0} est un groupe additif, qui définit un groupe algébrique, car :

ap(R) = Homa (A[X]/(X?), R).

1.2 Morphismes et lemme de Yoneda

Soit R une A-algebre, F' un A-foncteur et soit F : Spa(R) — F un mor-
phisme naturel de A-foncteurs; rappelons que si B est une R-algebre, on note
Fp le morphisme (dans la catégorie &ns) Spa(R)(B) — F(B) obtenu par
spécialisation de F. On s’intéresse au cas particulier :

Spa(R)(R) = F(R)
ldR = TF d:Gf]:R(ldR)

Pour o : R — B dans Spa(R)(B) alors Fp(a) = F(o)(zr), d’apres le dia-

gramme :
ide  Homa(R,R) ~— F(R)
Homy (R, B) —— F(B).
Par ailleurs, si € F(R), on définit une transformation naturelle F, en posant
Fo. :Spa(R)(B) — F(B)
a — Fla)(z).

On peut vérifier que les correspondances définies plus haut sont I'inverse I'une
de l'autre, c’est-a-dire, on a une bijection

Hompe(Spa(R),F) — F(R)

F — xF.

rP =



Ce dernier résultat est une des formulations possibles du Lemme de Yoneda.
Comme conséquence immeédiate, on a

Corollaire 1.1 Soient R, R’ deux A-algébres. Alors

Homp.(Spa(R),Spa(R')) = Homa(R', R).

On dénote A : A-o7lg — &ns le foncteur oubli, qui est représenté par A[X].
Alors, on dispose des bijections

Hocht(SpA(R), Al) = HOHlA(A[X], R) = R,
Explicitement, si 'on prend f € R, le morphisme naturel Fy est défini par :

Spa(R)(B) — AY(B)
a = aff).

Soit G un groupe algébrique. On a un isomorphisme naturel Sp4(R) = G oi1 la
A-algebre R est déterminée de fagon unique via le lemme de Yoneda : si R est un
autre représentant de G, alors R et R’ sont isomorphes via 'unique morphisme
R’ — R obtenu via la correspondance de Yoneda & partir de Spa(R) — G —
Spa(R'). On note A[G] le représentant.

Exemple 1.7 On a vu que A[GL,] & A[X11,..., Xnn, (det(X;,;)i;) 7. Via
les identifications GL,, 2 Spa(A[X11,- .., Xnn, (det(X;,;)i;)"']) on déduit que
Xi,m € A[GL,] correspond & la transformation naturelle qui associe & une ma-
trice (a; ;) € GL,(B) I'élément q; ,, € B.

Si G = G, alors X € A[G,] définit la transformation naturelle donnée par
I'identité B = B. Si G = G,,, on obtient en revanche B* — B.

Soit 0 # f € A[G]. Alors il existe une A-algebre B et un morphisme g €
Spa(R)(B) tel que g(f) # 0p. Pour le voir, on prend I'idéal I < R défini comme
I'intersection des noyaux ker(R 5, B) pour B € A-4/lg, g € Homa (R, B). Alors,
on a un isomorphisme naturel Sps(R/I) = Sps(R) donné par la projection
R — R/I, ce qui montre que la projection méme est un isomorphisme, i.e.
I1=0.

Produit de groupes algébriques. Soient G,H deux groupes algébriques.
On définit un A-foncteur G x H : A-o/lg — ¥p de la facon évidente. En fait, on
obtient un groupe algébrique : ce n’est rien d’autre que la propriété universelle
du produit tensoriel qui donne un isomorphisme fonctoriel Hompa (A[G],-) x
Homa (A[H], -) = Homa (A[G] ® 4 A[H], -). En résumant, on a :

A[G x H] = A[G] ®4 A[H].



Extension des scalaires. Soit G un groupe algébrique sur k et soit K/k une
extension de corps. On définit un K-groupe Gy : K-o/lg — ¥p, en compo-
sant le foncteur G avec le foncteur d’inclusion K-a/lg = k-o/lg, défini par le
choix d’un plongement k < K (grossierement dit, toute K-algebre R peut étre
considérée comme une k-algebre, en composant le morphisme structural K <— R
avec le plongement choisi).

On voit aussitot que le nouveau foncteur G est alors représenté par k[G x| =
k[G] ®; K. En effet, dées que l'on fixe un plongement k£ — K on a un isomor-
phisme naturel

Hompg (K @y k[G], ) = Homy (k[G], o)

d’apres les propriétés du produit tensoriel.

1.3 Groupes Algébriques et bialgebres

Soit G un groupe algébrique sur k; on a déja vu que k[G] @ k[G] est un
représentant de G x G, et k est un représentant du foncteur R +— {1} (exemple
1.4).

Or, les morphismes naturels

m:GxG—-G i:{1} -G inv:G—-G

(c’est-a~dire, multiplication, identité et inverse) définissent, via le lemme de
Yoneda, des morphismes de k-algebres,

Ak[@] : k‘[G] — k‘[G] Rk k[G] Gk[(;,] : k[G] — k Sk[(g,] : k‘[G] — k[G]

qui seront notés simplement par A, ¢, S, s’il n’y a pas d’ambiguités. Ces mor-
phismes décrivent explicitement le comportement de la structure de groupe de
G. En effet, soit f € k[G], x,y € G(R). Alors x - y(f) = (z @, y) o A(f), d’apres
le diagramme commutatif :

G(R) x G(R) —™ G(R)
Homy (k[G] ®3 k[G], R) ~~—> Homy (k[G], R).

De méme, on a :

lor)(f) = x o e(f),
e H(f) =z o S(f),

ol * est le morphisme structural £ — R.



Exemple 1.8 Considérons le groupe additif G,. Le morphisme A est défini
par 'image A(X) € k[G] @ k[G] =2 k[X] Q@ k[X]. Or, l'identité id € (G, x
Ga)(k[G] ®% k[G]) correspond au couple (X ® 1,1 ® X). Il suit donc que

AX)=X©1+1®X.

De méme, on a :

Exemple 1.9 Avec les mémes arguments que dans 'exemple (1.8), on déduit
les morphismes A, ¢, S pour les groupes G, et GL,.
Pour G,,, on obtient

Pour GL,, on obtient

A(X;) = ZXi,l ® X153
]
€(Xij) = ij;
et le morphisme S est 1ié & la “regle de Cramer” : S(X, ;) est le (7,j)-ieme

coefficient de la matrice des cofacteurs de (X ;).

C’est une question purement formelle de vérifier que les morphismes

GxGxG k[G] ©1, k[G] @y, k[G]
lmxid AXidk[G]T
GxG k[G] ® k[G]

se correspondent via Yoneda. Il suit donc que :

GxGxGLE~GxG K[G] @1, k[G] ©x k[G] <22 k[G] @ k[G] (1.1)
mxidl lm A®idT TA
GxG———=G k[G] ® k[G] =———— k[G]

se correspondent via Yoneda : la commutativité de 'une implique la commuta-
tivité de lautre.



Avec le méme argument, on a des correspondances :

IIxG=Gx {1} -G xG k @ K[G] = E[G] ® k <22 k[G] ® k[G] (1.2)
ixidl \ J{m e®idT \AT
GxG = G k[G] ®x k[G] < k[G]
et
G%Td; <G K[G) <—22%(G) @ K(G) (1.3)
E [
{1} ——G k ~——— K[G];

la commutativité d’un diagramme est équivalente a la commutativité du dia-
gramme correspondant via Yoneda.

On s’intéresse donc au procédé inverse, en introduisant la définition de bialgebres.
Une bialgebre (ou algebre de Hopf) est la donnée d’une k-algebre (de type fini)
R, muni de morphismes

A:R — R@pR
e:R — k
S:R — R

(dits respectivement, le coproduit, la counité et le coinverse) qui vérifient des
conditions de commutativité décrites par les diagrammes (1.1), (1.2), (1.3).

Si Ry, R sont deux k-bialgebres, on dit que ¢ : Ry — Rs est un morphisme (de
bialgebres) si ¢ est un morphisme de k-algebres tel que les diagrammes

R1L>R1®kR1 R —>
lqs l¢®¢ ¢J/ %
Ry L2 Ry ®1 Ro Ry

soient commutatifs. Le résultat que I'on obtient est alors le suivant :

Théoréme 1.1 On a une anti-equivalence entre la catégorie des groupes algébriques
et celle des bialgebres.

Preuve : On vérifie formellement que G — k[G] définit un foncteur contra-

. L .. . 6 )
variant entre les deux catégories (pour le vérifier, si G; — Gy = Gz, on peut



considérer :

Homy (k[Ga), k[Ga]) —2> Homy ([Gs), k[G2])

l l

Homy, (k[Ga), k[G1]) —2> Homy ([Gs), k[G1])

ol les fleches verticales sont données par la composition avec k[Gs] — k[G1], le
morphisme 0; par 0;(idyg,]))-

Le foncteur est alors pleinement fidele, par Yoneda. Il est de plus essentiellement
surjectif, des que, si R est une bialgebre, Homy (R, ) est un groupe algébrique
(d’apres les propriétés du coproduit, counité et coinverse, et la discussion sur
les diagrammes commutatifs plus haut). f
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Chapitre 2

Quelques rudiments sur les
représentations

On introduit dans le présent chapitre la notion de représentation d’un groupe
algébrique. On utilise approche “classique” des ouvrages de Jantzen [11] et
Milne [13] avec la notion de comodule (paragraphe §2.1 et 2.2). Dans la para-
graphe §2.1.1 on a reliée les notions classique et schématique de représentations.
Le paragraphe 2.3, issue de [18], est consacré aux notions élémentaires concer-
nants ’espace des coefficients d’une représentation et au théoreme de Burnside,
et c’est indépendant du reste du traité.

Enfin, dans les paragraphes §2.4 et 2.5, on donne les notions et quelques résultats
élémentaires concernants les caracteres d’'une représentation et le foncteur des
points fixes.

2.1 Définitions et exemples

Soit k un corps et M un k-module de type fini (en fait, une grande partie
du contenu de cet paragraphe est valable si on substitue k avec un anneau A).
Considerons les foncteurs

M, : k-dlg ——%p GL(M) : k-olg ———9p

B—M® B B|—>AutB(M®k B)
Ces foncteurs sont des k-groupes algébriques. En effet, le foncteur GL(M) est

isomorphe, via le choix d’une k-base de M, & GL,, (si n & dimy (M)).
La description d’un représentant de M, est plus intéressant. Considérons le

11



foncteur

Do(M): k-oflg — Yp
R +— Homg.in(M, R);

d’apres la propriété universelle de I’algebre symétrique Sym (M) (cf. [12], ch. X VT,
§8), on voit aussitot que

Homy.iin (M, R) = Homy._aig(Sym(M), R)
(isomorphisme R-linéaire, et fonctoriel en R). De plus, on a
M ® R = Homy_jin (M, R)
(isomorphisme R-linéaire, et fonctoriel en R) ce qui permet de conclure que
M, = Homy. a1g(Sym(M™), o).

Par exemple, si 'on prend M = k, on voit que M, & G, et GL(M) & G,,.

Une représentation (linéaire) de G sur M est un morphisme de k-foncteurs :

p: G — GL(M);

De fagon équivalente, pour toute k-algebre R on se donne une action R-linéaire

G(R)XM@kRHM(@kR

telle que, si R 2. S est un k-morphisme, le diagramme

G(R) X M@, R— M ®; R
l lidl\J@(ﬁ lidM(@(b
G(S) X MRS —— M S

est commutatif.
Si M, N sont deux représentations de G, un morphisme de représentations de
M vers N est un morphisme de k-module M — N tel que

G——GL(M)

N

GL(N)

soit commutatif. En particulier les k-représentations de G forment une catégorie.
Etant donné une représentation p de G, I'élément pyg)(idx(g)) prend un role

12



privilégié. En effet, si g € G(B) = Homy (k[G], B), et m € M, alors on considere

G(k[G]) X M ®y, k[G] —— M ®, k[G]
\L \LidM®g lidM®9

Donc, si I’on pose :

Anr: M — M @ k[G] "85 11 @, kG,

on a

Apr(m) = Zmi ® fi,
i
et il suit que 'action de g sur m ® 15 est :

g-(m®1p) :Zmi®g(fi)~ (2.1)

Une fagon plus élégante (et plus précise) de montrer comme Ap; permet
de reconstruire le morphisme naturelle p (en tant que morphisme entre fonc-
teurs définis dans la catégorie des ensembles!) utilise I'adjonction des exten-
sion /restriction des scalaires.

On rappelle que, étant données R — S un morphisme d’anneaux, M, N des
R, S modules respectivement, alors le morphisme M — M ®p S donne un
isomorphisme (en fait fonctoriel en M, N) :

Hompg (M, N) = Homg(M ®g S, N)

Donc, pg(g) : M @, B — M ®j, B est le seul morphisme B-linéaire tel que

M—2Y M. B

J/ iidM ®g

M®kBi>M®kB
pB(9)

soit commutatif.

Le probleme est que sans conditions supplémentaires la transformation naturelle
ainsi obtenue par Ajs, ne permet pas de reconstruire une représentation de G.
Plus précisément, étant donnée une k-algebre de Hopf (4, A, €,.S) un k-comodule
est la donnée d’un k-module M et d’un morphisme k-linéaire Ay : M — M®i A
tel que

M—2Y M@, A M A Moy A (2.2)
i lid}u@ﬁ \LAM l’idv@A
M @y bk —— M & k M op A2ML% @0 Ay A

13



soient commutatifs. Un morphisme de comodules M, N est un morphisme k-
linéaire M % N compatible avec les morphismes A, Ay, c’est-a-dire tel que
Ion ait

Anyod=(p®ida) o Ay

Théoréme 2.1 Soit G un k-groupe. Alors, on dispose d’une équivalence entre
la catégorie des G-représentations et celle des k[G]-comodules.

Preuve : Fixons un k-module M. On a vu plus haut que se donner un mor-
phisme naturelle (oublions pour linstant les conditions sur les structures de
groupes) G — GL(M) est la méme chose que se donner un morphisme k-linéaire
Ay M — M ®g k[G]. On doit donc vérifier que les conditions (2.2) sont
équivalentes au fait que le morphisme naturel soit un morphisme de groupes
algébriques.

i) p(1g(r)) = idygr pour toute k-algebre R est équivalent a la commutativité
du premier diagramme dans (2.2).

En effet, € = 1g(x). Donc, si I'on part avec une représentation p, on obtient :

A
M

M ® k[G]
id®e

M &,k —— Moy, k.
pr(€)=id

Réciproquement, on rappelle que, par construction, lgry = (k[G] 5k — R).
Ensuite, on utilise :

M——2Y Moy k[G]

idy ®e

M @ k — M M QR k |id1

M®yR——— > M & R.
pr(le(r))

ii) L’équivalence entre la condition pr(g - h) = pr(g) o pr(h) et le deuxiéme

diagramme dans 2.2 est aussi formelle, et similaire.
I ne reste plus qu’a observer comment on passe d’un morphisme de G-représentations
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a un morphisme de comodules. Ces deux notions sont les mémes : la condi-
tion pour qu'un morphisme k-linéaire ¢ : M — N soit un morphisme de G
représentation implique la condition de compatibilité sur les k[G]-comodules
correspondants, et réciproquement.

Tout se déduit de I’étude du diagramme :

A
M = M ®j, k[G]
/) ¢ w
Mo R-222  ~ MenR $®id
pRid
AN
P®Rid N N ®y k[G]

/ , W
PR(Q)

N@R—————>N R

ol R est une k-algebre et ¢ € G. Dans le diagramme, toutes les faces sont
commutatives, sauf la face “avant” (dont la commutativité signifie que ¢ est
un morphisme de représentations) et la face “arriere” (dont la commutativité
signifie que ¢ est un morphisme de comodules) ; la conclusion est évidente. 4
Exemple 2.1 Si A est une k-bialgébre, alors le k-module M = A est lui
def

méme un comodule, avec Ay, = A. La représentation correspondante de G =
Homy (A4, -) est la représentation réguliére; si g € G(R), x € A, alors

g (z®1) = (ida ® g) o A(z).

Exemple 2.2 Soit p : G — GL(M) une k-représentation, avec M un k-module
de dimension finie. Si 'on fixe une base, disons 2 & {e;}_,, pour M, alors, il est
immédiat de vérifier que I’on dispose d’un isomorphisme de groupes algébriques
GL(M) = GL,,, d’ot1, par composition, un morphisme

G — GL,

(qui, pour ne pas alourdir le notations, sera noté avec le méme p).
Ceci définit un morphisme induit

¢ : k[GL,] — k[G];

et on éerit Ap(ej) = D e ®ay , avec a;; € k[G]. Les coefficients de
pric)(idkg) € GL,(E[G]) donnent I'image de X;; € Kk[GL,] via ¢. Mais on
a pric)(idgg))(e; ® 1) = 37" e; @ a; 5 ; donc

pric) (idrie)) = ((@ij)ig)-

15



G-représentations, comodules et extensions des scalaires. Soit M un
k-module, muni d’une action p d’un groupe algébrique G. Pour une extension
de corps K/k, on définit une action de Gg sur Mk : si B est une K-algebre,
on a Homg (K[Gg]|, B) =2 Homy (k[G], B) et M ®i B = M ®k B; on notera pg
cette nouvelle action.

Pour connaitre la structure de comodule associée a px, on est donc ramené
a étudier 'action du morphisme canonique (k[G] 5 k[G] ® K) € G(K[Gx]) sur
M ® K[Gg]. Mais, comme on 'a déja vu, cette action est définie comme 1'unique
morphisme K[Gg]-linéaire M @ K[Gg] — M ® K[Gk] tel que le diagramme

id
M @ k[G] =Y M @y K]

\LidM®L1 \LidM@Ll

soit commutatif. En d’autres termes, cette action est obtenue & partir de p(idyg))
par extensions des scalaires, et on voit facilement que le morphisme Ay, :
My — Mg ® K[Gk] est obtenu & partir de Ay : M — M ®@k[G] par extensions
des scalaires.

2.1.1 Vers une théorie plus générale.

Rappelons le contexte de base que 1'on trouve dans 'ouvrage de Mumford
concernant la théorie géométrique des invariants (cf. [14]). Soit G un k-schéma
en groupes, p,inv, e les morphismes structuraux, et fixons un k-schéma X.

Définition 2.1 Une action de G sur X est la donnée d’un morphisme de k-
schémas o : G x; X — X tel que

GXkGXkX_—>GXkX kaX eXwidx GXkX
/LXkldX
idgXro o 1§ o
G xp X X X— -y

soient commutatifs.

On voit alors que la définition de représentation linéaire donné a pag. 12 n’est
rien d’autre qu’un cas particulier. En fait, dans notre situation, X 2 Spec(Sym(M™*)),
G = Spec(k[G]) est un schéma affine, et se donner un morphisme o : G X
Spec(Sym(M*)) — Spec(Sym(M*)) est équivalent & se donner un morphisme
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entre les “foncteurs des points”. Or, si R est une k-algebre, on a

Homy,_ag (k[G] @k Sym(M*), R) —=% Homy,a1z(Sym(M*), R)

iz Le

GR)X M@g R Pl M@y R

fonctoriellement en R, et les G(R)-sections de la fleche induite pr sont R-
linéaires.

On voit aussitét que les conditions de la définition 2.1 se traduisent en une
action de groupe naive G(R) x M ®; R — M ®; R. On pourra donc utiliser
les résultats de la théorie géométrique des invariants, exposée dans [14], pour
étudier les représentations linéaires.

2.2 Sous-représentations

Soit p : G — GL(M) une représentation. Une sous G-représentation de M est
la donnée d’un k-sous module N de M, et d’une représentation p’ : G — GL(N)
tel que l'inclusion N < M soit un morphisme de représentations.

Via I’équivalence vue dans le théoreme (2.1), on définit un sous-k[GJ-comodule
de M comme un comodule N tel que 'on ait N <— M et tel que l'inclusion soit
un morphisme de comodule ; en d’autres termes, tel que

M —20M @, k[G]

|

N —= N @ k[G]

soit commutatif.

Des que toute k-algebre est plate sur k, on déduit que si (V;); est une famille de
sous-représentations de M, alors I'intersection (), V; est munie d’une structure
évidente de sous-représentation de M.

Si m € M on définit k[G] - m, la sous-représentation de M obtenue comme
Iintersection de toutes les sous-représentations N de M avec m € N. On dit
que k[G]-m est le k[G]-comodule cyclique engendré par m. De maniére analogue,
si L < M est un sous k-espace vectoriel de M, on définit la sous-G-représentation
engendrée par L.

Définition 2.2 On dit que M est une représentation irréductible de G (ou
bien que M est un k|G] comodule simple) si pour tout m € M, m # 0, on a
E[G]-m = M. Ceci est équivalent & dire que M n’a pas de sous-G-représentations
non triviaul.
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Proposition 2.1 Soit mg € M et on écrit Ap(mg) = i, mi @ fi (ov
m; € M, f; € k[G]). Alors, on a une inclusion de k-modules k[G]my —
(m, ..

Preuve : Soit V & (mq,...,ms)k et N le sous k-module de M defini par

def

N = {m € M tel que Ap(m) € V & k[G]}.

Comme mg € N il suffit de montrer que N est un sous-comodule de M, et, donc
il suffit de montrer que

A (N) C N @y, k[G]. (2.3)

Pour cela, notons d’abord que la platitude de k[G] sur k entraine :

(A ®idye))~ (V 0k K[G] @1 KGD) 5™ (Ay @ idyg (M @ k[G]) NV @ k[G] @ k[G] =
= (Ay(M) NV ® k[G]) ® k[G] =

= N @ k[G].

~

Or, comme le morphisme A, est trivialement injectif (d’apres le premier dia-
gramme dans 2.2), A ®idyg) I'est aussi, et 'inclusion (2.3) est donc équivalente
a

(An ®idge)) A (N) CV @4 k[G] @4 k[G];

ce qui 'on vérifie immédiatement & ’aide des propriétés du morphisme Ay, &
savoir :

(An @ idge) Amr(N) = idar @ Ape)(Am(N)) Cidyr @ Age)(V @% k[G]).

i
Remarque 2.1 On peut généraliser la proposition 2.1 de la fagon suivante :
si L < M est un sous k-espace vectoriel de M, engendré par ni,...,n, € N, et

si Pon écrit Aps(n;) = Zj mi; @ fi;, alors on a
k‘[G] L < <mi]‘ i, ] € N>k

Corollaire 2.1 Awvec les hypothéses de la proposition 2.1, supposons que les
m; € M et les f; € k[G] soient linéairement indépendants sur k (en fait, cette
hypothese est toujours satisfaite, quitte a remplacer les m; et les f; avec des
sommes convenables). Alors, les m; € M forment une k-base pour k[G]m (qui
est donc un k-module de dimension finie).
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Preuve : Soit ¥ & (v;)7_, une k-base pour k[G]m ; d’apres la proposition 2.1
il suffit donc de montrer que r > s.

On écrit v; = Zj:o a; ;-m; avec a;; € k (et Décriture n’est pas unique, a
priori) ; de plus, on a Ayr(mo) = 3.7 v; ® o avec oy € k[G]. Mais,

Zmi ® fi = An(mo) = Zvj Qa; = Zmi @ ai,;jaj;
i=1 j=0 ,J

comme les m; sont indépendants sur k, on a f; = ; @i jQj, ce qui donne

<f17 e 7fs>k g <OZ1,- t 7a7“>k'
D’ou la conclusion, des que les f; sont linéairement indépendants sur k §

Corollaire 2.2 i) St M est une représentation irréductible de G, alors dim M
est fini.
it) Soit B = (m;)i_, une k-base de la représentation M. Alors la G-représentation
M est simple ssi pour tout m € M, m # 0 les f; € k|G| qui apparaissent
dans Uécriture Apr(m) = >°i_,m; ® f; sont linéairement indépendants
sur k.

Preuve : (i) Il s’agit de prendre m € M, non nul (si M = 0 il n’y a rien a
prouver), et appliquer le corollaire 2.2 & k[G] - m = M

(ii) La suffisance est évidente, d’apres le corollaire 2.2.

Supposons m € M, non nul, tel que les f; soient dépendants sur k; pour
fixer les idées, supposons f1 = >.._,;f; avec a; € k. Ecrivons Ap(m) =
> i_omi—a;-my et on a (d’apres la proposition 2.1) k[G] - m C (mg — s -
My eeny My — Qp - M ) e

Et ceci n’est pas M tout entier, car, par exemple :

my & (Mo —ag My, ...,Mg — Q- M)k

On conclut avec la notion de socle. Si M est un k[G] comodule, on dit que
M est semisimple si on peut lécrire M = €D, N; ou les N; sont des sous-
k[G]-comodules simples convenables. Le résultat remarquable est que tout k[G]-
module M admet une sous-représentation semisimple non nulle maximale, ap-
pelée le socle.
Pour le voir, on écrit S = 3, N; ot (N;); est la famille de tous les sous-k[G]-
comodules simples de M ; on note que la somme est en fait directe (si 0 # x € Nj,
alors k[G]z = N;). On définit un morphisme Ag : S — S ®;, k[G] via

As = @Ay, PN — P Ni @ k[G](= S @4 k[G)).

On vérifie tout de suite que Ag munit S d’une structure de k[G]-comodule, et
que S est un sous-k[GJ-comodule de M.
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2.3 Coefficients et le théoréeme de Burnside

Considérons la situation suivante : G = Homy, (k[G], ®) un k-groupe algébrique,
H < G(k) un sous-groupe des k-points de G, M un k-module de dimension finie,
muni d’une action de G.

Si l'on fixe une k-base & = {mi,...,m;} de M, on pourra s’intéresser a

l
Pidye (Mi @1) = > m; @ fij
j=1

avec fi; € k[G], qui ne dépend que du choix de la base # de M. On peut donc
définir 'espace des coefficients par

def

Coeffe(M) = (fij, 1 < 4,7, < Dg;

notons que s’agit d’un k-sous-espace vectoriel de k[G] bien défini, des que (f;;, 1 <
i,J, < I)x ne dépend pas de la base choisie pour déterminer les coefficients f;;.

Exemple 2.3 Considérons action évidente de G = G,,, = Homy (k[ X, X 1], o)
sur M. Alors,
Pidyy (Mi @ 1) =m; @ X

et Coeffg(M) = k[X]} L.
Exemple 2.4 Considérons 'action naturelle de G = GL; sur M. Alors,
1
Pidy g (m; ®1) = Z m; @ X
j=1

ce qui montre que Coeffg(M) = {3_; ; \ij Xij avec Ai; € k}.

Les coefficients de la H-représentation M, par rapport & la base B = {m;};,
sont les fonctions g;; : H — k définies par la condition

l
hemi =y m; - gij(h)
j=1

pour tout h € H (cette condition déterminé les g;; de facon unique, étant fixé
la base #). On pose donc

Coeff i (M) = (gij, 1 <, 5, < D),

Len général, on désigne k[X]P le sous k-module de k[X] donné par les polynémes homogenes
de degré n.
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le sous k-espace vectoriel de k¥ engendré par les gi; ; comme précédemment,
I’espace ainsi défini ne dépend pas de la choix de la base £.
Il est facile de voir que I'on peut définir un morphisme k-linéaire

Coeffg(M) — Coeffy (M)
fij = eV

ou evy,, (4) = ¢(f;) pour tout ¢ € H. Clairement, les evy,, sont les coefficients
de 'action de H sur M, et, pourtant, le morphisme ainsi défini est surjectif. Par
conséquent, on a les inégalités

(dimy, (M))? > dimy,(Coeffg(M)) > dimy,(Coeff g (M)). (2.4)

Lemme 2.1 Dans la situation précédente, les affirmations suivantes sont équivalentes :
i) pour tout f € Coeffg(M) \ {0}, il existe h € H tel que f(h) #0;
it) le morphisme Coeffg(M) — Coeff (M) est injective ;
iii) une famille d’éléments de Coeffg(M) est k-linéairement indépendante
ssi son image via le morphisme précédent est une famille d’éléments k-
linéairement indépendants.

Preuve : Clest trivial : i) signifie précisément que le noyau du morphisme
Coeffg(M) — Coeff (M) est nul. L’equivalence entre ii) et iii) est un fait
élémentaire d’algebre linéaire.

Définition 2.3 Avec les notations précédents, on dit que H wvoit les coefficients
de M (sur k) si les propriétés équivalentes du lemme sont vérifiées

2.3.1 Coeflicients et extensions de scalaires.

Supposons maintenant que ¢ : k — K soit une extension de corps. D’apres
la caractérisation de Ay, vue dans §2.1, on conclut que, si f;; sont les coef-
ficients de la G-représentation M, alors f;; ® 1 sont les coeflicients de la Gg-
représentation M. Il suit que

COGHGK (MK) = Coeff([;,(M) QL K.
Considérons le sous-groupe H < G. Comme on a
0 — Homy, (k[G], k) L7 Homy, (k[G], K) = Homg (k[G] ® K, K) = G (K);

si on désigne H, le groupe H vu comme sous groupe de Gg(K), on pourra
s’intéresser a Coefl i, (M ). Rappelons que les coefficients de M en tant que H-
représentation sont donnés par les évaluations evy,, ; ceci permet d’en déduire
que les coefficients de M en tant que H,-représentations sont donnés par to¢ —
(to¢) ®idr(fij ® 1k) = t(¢(fij)) (ou ¢ € H). Il suit alors que le morphisme
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évident Coeff g (M)®K — Coeff g, (M) est surjectif, d’ott dim g (Coeff j, (M )) <
dimy, (Coeff 7 (M)).

Proposition 2.2 Soit K/k une extention de corps, k la cléture algébrique de
k.
i) St M est une G-représentation réductible, alors M est une représentation
réductible de H ;
it) M est une représentation irréductible de G ssi My est une représentation
irréductible de G ;
i11) si M est une représentation irréductible de G et si H voit les coefficients
de M sur k, alors M est une H-représentation absolument irréductible.

Preuve : i) Si M admet un sous espace G-stable, alors M admet un sous espace
G(k)-stable.

i1) Grace a la relation 2.1, on voit aussitot qu’'une G-représentation de dimen-
sion finie (disons n) sur un corps k est réductible ssi il existe un entier r € N*
et une k-base tels que les coefficients relatifs f;; € k[G] vérifient f;; = 0 pour
r < jeti <r (grossierement dit, la matrice des coefficients présente un “trou”).
On peut conclure, dés que les coefficients de M (relatifs a la base n; ® 1) sont
fij @1 et k[G] est plat sur k.

iii) On commence par l'observer que I'on peut supposer k = k, grace & ii). Si
Pon fixe une k-base £ = {my,...,m;} de M, I'hypothese de G-irréductibilité
entraine que, pour tout m € M, les f,,, ; € k[G] qui apparaissent dans ’écriture
Ap(m) = Zi:l m; @ fm,; sont k-linéairement indépendants (d’apres le corol-
laire 2.2). Comme H voit les coefficients de M, on en déduit que les évaluations
evy, .+ H — k sont linéairement indépendantes sur k. Pour conclure, fixons
une k-base ¥ = {v1,...,v.} de la sous-H-représentation de M engendrée par
m. On a alors h-m = Z;zl vj¢j(h), pour des ¢ € kf convenables; de plus,

l .
U = Ei:l Qi1 aveC Qqj € k. 1l suit que

! ! r
hem =3 mievg, (0) = 3" me S sy (1)
i=1  j=1

i=1

ce qui montre que les evy, , appartiennent a un sous k-espace linéaire de EH de
dimension au plus r, ce qui permet de conclure. §

Considérons K/k une extension de corps. On dira que G(K) est dense dans
G si 0 € k[G] est le seul élément f € k[G] avec la propriété que f(z) = 0 pour
tout z € G(K). On a alors la

Proposition 2.3 Soit k un corps algébriquement clos et G un groupe algébrique

réduit. Alors G(k) est dense dans G.
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Preuve : C’est une conséquence immédiate du Nullstellensatz de Hilbert. £

Corollaire 2.3 Soit M un k-module de dimension finie et G un k-groupe algébrique
géométriquement réduit agissant sur M.

Alors M est une représentation simple de G ssi Mz est une représentation
irréductible de G(k).

Preuve : L’implication “=" vient de la proposition 2.2-7).

Réciproquement, grace a la proposition 2.2-ii), My est une représentation irréductible
de Gy. De plus, on utilise la proposition 2.3 pour déduire que GE(E) voit les
coefficients de M. On conclut d’apres la proposition 2.2-iii), en notant que

G(k) = Gy(k) 4

2.3.2 Le théoréeme de Burnside.

Sauf des différents indications, dans ce paragraphe on considére k = k
un corps algébriquement clos, M un k-module de type fini, G un k-groupe
algébrique et H un groupe. On dispose du résultat classique suivante :

Théoreme 2.2 (Burnside) Soit p : H — Autg(M) une H-représentation.
Alors
dimz(Coeff ; (M)) < (dimz(M))?

avec €qgalité ssi la représentation est irréductible.
Preuve : Omissis (cf. [5], §27.4, théoréme 27.8). {
On va généraliser ce résultat au cas des groupes algébriques.

Théoréme 2.3 Si M est muni d’une action d’un groupe algébrique réduit G,
alors

dimz(Coeff(M)) < (dimg(M))? (2.5)
avec €galité ssi M est une représentation irréductible de G.

Preuve : L’inégalité a été montrée précédemment dans ce paragraphe (cf. I'in-
egallité 2.4).

Supposons que M soit un G module irréductible. Grace a la proposition 2.3,
G(k) est dense dans G, ce qui permet de conclure que G(k) voit les coefficients
de M et donc (proposition 2.2-i4)) que M est une représentation irréductible de

G(k). En utilisant les inégalités

(dimg(M))? > dimz(Coeffc(M)) > dimg(Coeff 5 (M))
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on conclut avec le théoréeme de Burnside que dimg(Coeffg(M)) = (dimg(M))?.
Réciproquement, supposons que M soit réductible. Soit N < M un sous k-
espace non trivial de M, G-stable, et & & {n1,...,n,} une k-base de N. On
complete & en une k-base de M, disons B = {ni,...,n., Myy1,...,m;}, on a
alors f;; = 0 (les notations comme dans (2.4)) pour ¢ < r et j > r+1, ce qui

donne 'inégalité stricte dans (2.5). §

Gréce au théoreme 2.3 et a 1’étude des coeflicients par extensions des scalaire,
on obtient :

Proposition 2.4 Soit M un k-module de type fini, muni de Uaction d’un k-
groupe géométriqguement réduit G. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
i) M est une représentation simple de G ;
ii) dimg(Coeffg(M)) = (dimy(M))2.

Preuve : D’un coté, i) est équivalent a I'irréductibilité de Mz sous Gy (grace
a la proposition 2.2). De l'autre, on a dimg(Coeffg_(M7)) = dimy (Coeffg(M)).
La conclusion suit alors du théoreme 2.3. {.

2.4 Caracteres

Soit G un k-groupe.

Définition 2.4 Un caractére du groupe G est un morphisme de k-groupes
AN G — Gy,
On note X(G) l’ensemble des caractéres de G.

Si A € X(G), on note ky le k-module k, muni de laction évidente de G induite
par le caractére A (& savoir, si B est une k-algebre et g € G(B), 'action de g
sur B est la multiplication par Ap(g) € B*).

On s’intéresse au morphisme k-linéaire Ay, = Ay : ky — k) Q4 k[G] = E[G].
Ce morphisme est déterminé par fy = Ax(1k) = Mg (dig) € k[G]*. De
plus, si g € G(B), alors Ap(g) = fr(g), grace a la condition de commutativité
définissant A :

G(k[G))

Autk[([;,](k,\(@kk ]) = k[G]X

AB(Q)

G(B AutB(k‘)\ Rk B)gBX.

On conclut donc que le caractere A s’identifie & f\ = A\yg)(idi[g)) € K[G]*
Plus en détail, on a le
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Lemme 2.2 La correspondance A — g (idgg)) définit une bijection

X(G) = {f € k[G]" t.a. f(lgk)) = Lr et Ay (f) = f & f}

Preuve : La donnée d'un caractere A € X(G) correspond a la donnée d’un
morphisme k[T, T~'] — k[G] de bialgebres (grace au théoreme 1.1). Mais, la
donnée d’un morphisme de k algébres k[T, T~ '] — k[G] revient & la donnée
d’un élément f € k[G]*; de plus, en utilisant la description explicite de la
structure de bialgebre de k[T,7!], on voit aussitot que le morphisme de k-
algebres associé a f € k[G]* respecte les structures de algebres d’'Hopf ssi on a

Apie)(f) = f @ f et epe(f) = 1n. 8
Notons que X (G) a une structure évidente de groupe abelien : si A1, Ao €
X(G), on définit A\; + A2 par :
(>\1+A2)B G(B) — B><
g — Mlg)-ralg)

(ot B désigne une k-algebre et g € G(B)); la bijection du lemme 2.2 devient
alors un isomorphisme de groupes abeliens.

On rappelle que la catégorie ¥p des groupes admet les coproduits entre
deux objets : si G, H sont deux groupes, leur coproduit n’est rien d’autre que
le produit libre G % H. Il est alors bien connu que la catégorie des foncteurs
Fonct(k-o1g,9p) hérite des coproduits : si G1, G2 sont deux k-groupes, alors
G1 ][ G2 est défini par

(G1 [[G2)(B) & Gy(B) * Go(B)

pour toute k-algebre B.
II suit des propriétés du coproduit que

X(Gl * GQ) = X(Gl) X X(GQ)

On va conclure cette section avec la notion d’action “par un caractere” . Prenons
def

M un k-module muni d’une action d’un k-groupe G; soit A € X(G), fn =
k(g (idg[g))- On pose donc

My = {m e M t.q. Ay(m)=me fr};
c’est alors immédiat de voir que
My={meMtqg-(m®1p)=m® Ag(g) pourtoutb € k-lg, g € G(B)}.

On dira que M) est le sous-espace maximal sur lequel G opere par le caractere
A; si My = M, on dira que G opere par A sur M.
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2.5 Points fixes

Soit M un k-module, muni de I'action d'un k-groupe G. On s’intéresse au
sous-espace maximal de M sur lequel 'action de G est triviale. A laide du para-
graphe §2.4, on voit que cet espace est défini par My, = {m € M t.q. Ap(m) =
m @ 1y}, ot I'on a noté triv : G — Gy, le caractere trivial défini par
trivg(g) = lp pour toute k-algebre B, g € G(B). La notation usuelle pour
cet espace est M© &t Mirio.

Lemme 2.3 Si B est une k-algébre, alors
(Mp)®" = M€ ®,, B.

Preuve : Il s’agit de noter que M® n’est rien d’autre que le noyau du morphisme
k-linéaire Apy —idyr @ g : M — M @y k[G]. Comme le foncteur e ®; B est
exact et additif, on obtient que M @}, B est le noyau du morphisme B-linéaire

Ay ®@idg — idM®B & 1k[G] M ®p B— M Qy kj[G] R B.

On voit aussitot que ce morphisme n’est rien d’autre que Apr, —idy, ® Ligy)
ce qui permet de conclure. §

Un morphisme ¢ : M — M’ entre deux G-représentations M, M’ se restreint
4 un morphisme de k-modules ¢|yc : M® — M'C. Ceci permet de définir un
foncteur (dit “des points fixes”) :

o G-Zep — k-Mod
M — M°®.

Proposition 2.5 Le foncteur o€ est exact & gauche, additif, et commute aux
sommes directes et aux limites inductives.

Preuve : La preuve est assez formelle. Comme toute k-algebre B est plate sur
k, on voit que que le foncteur oubli For : G-Zep — k-4 od commute aux
noyaux : le foncteur o®
Le foncteur des points fixes commute aux sommes directes infinies : c¢’est une
conséquence immédiate de la définition de 'action de G sur une somme directe
®; M, de G-représentations, et de 'égalité (®;M;) @y k[G] = ®;(M; ® k[G]). Par
conséquent (cf. [17], §3.3) o€ est exact & gauche.

Les vérifications de la commutativité aux intersections et aux limites directes

commute donc aux noyaux.

sont similaires f

On peut généraliser les notions de cette section, en remplagant le caractere
trivial ¢riv par n’importe quel caractére A € X(G). On voit aussitot que :
i) si B est une k-algebre, alors (Mp)ag1, = My ®; B (ot A® 1 désigne le
caractére de Gp induit par extension des scalaires) ;
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i1) on dispose d’un foncteur

o, :GZep — k-Mod
M — M,

qui est additif et exact a gauche;
en fait, il s’agit de reparcourir les arguments du lemme 2.3 (en remplacant 1;g
par fy € k[G]) et de la proposition 2.5.

27



Chapitre 3
Le groupe linéaire général

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux propriétés générales du groupe GL,,.
On commence, dans le paragraphe §3.1, par rappeler la définition de quelques
sous-groupes algébriques remarquables de GL,,, et on continue avec I’étude des
certaines sous-espaces des représentations du groupe multiplicatif G, .

Le paragraphe suivant est moralement la conclusion de la premere partie de
ce travail de stage : on commence par l’étude des certaines sous-espace des
représentations de GLs, et on continue avec I’analyse des répresentations
Sym"k?®;det™. On conclut avec le théoréme de classification des représentations
irreductibles de GLy sur k (cf. théoréme 3.2).

La référence principale pour ce chapitre a été le cours de M.F. Vigneras [18].

3.1 Sous-groupes algébriques de GL,

Le tore maximal T est défini comme le sous-foncteur de GL,, qui & B € k-
g associe T(B) = Diag(GLy,(B)) < GL,(B). Comme on a Diag(GL,(B)) =
[T, G, (B) fonctoriellement en B, on déduit que T est un groupe algébrique,
avec k[T] & k[Uy,...,U,, U, ..., U; Y. Via inclusion T(k[T]) < GL,, (k[T])
on voit que 'identité idym € T(k[T]) correspond au morphisme v € GL,, (k[T])
définit par

kG 5 k[T
Ui sii=j
Ty = {0 sinon.

Si M est une représentation de GL,, sur k, alors, par restriction, M est
muni d’une structure naturelle de T-représentation. Pour connaitre la nouvelle
structure de k[T]-comodule sur M il s’agit, par définition de la structure de
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T-représentation sur M, d’étudier ¢ - (m ® 1k[?1‘}) et, pour cela, on est ramené
grace aux propriétés de fonctorialité de I’action de GLy sur M a ’étude de

Diag(Ti;) - (m ® yg))-

De fagon similaire, on peut décrire les sous-groupes algébriques dans le cas
n=2:

i) U = G, des matrices strictement triangulaires supérieures ;

ii) U~ = G, des matrices strictement triangulaires inférieures ;

iii) Z(GLy), le centre de GLq.
On a enfin le sous groupe algébrique V LU x T x U, connu comme la grosse
cellule. Le fait remarquable est le suivant

Lemme 3.1 Le monomorphisme naturel de k-algébres ¢ : k[G] — k[U™] ®y
k[T] ®p k[U] induit par Uinclusion V — GLg est injectif.

Preuve : Soit f € k[G] tel que ¢(f) = 0. Grace a Yoneda, pour toute k-algebre
B, le morphisme d’inclusion V(B) < GLy(B) est donné par :

V < GLy(B)

a +— «aodp.

Un calcul direct montre que V(B) = {{ Z Z ] t.q. a € B*}. 1l s’agit alors

de considérer B & E[G](1,,) (ouvert affine principal de GLo défini par “Th; #
T, Tio
Ty T
morphisme se factorise via ¢ des que T11 € (k[G](7,,))*. On conclut alors que
f =0, grace a l'intégrité de GLq. f

0”) : le morphisme [ } € GL2(k[G](r,,)) est la localisation, et ce

3.2 Le groupe multiplicatif

Considérons G,, = Homy(k[T,T~1],). On dispose d’une écriture explicite
assez simple pour les morphismes structuraux de la bialgebre k[T, T~!] (cf.
I'exemple 1.9).

Soit M un k-module muni d’une action de G,,. On a une décomposition

M @y k[T, T = @iezM @ T*

et M @y, k[T, T~ est un k[T, T~!]-module gradué. Il suit que I'on peut définir
des morphismes k-linéaires p; : M — M par la condition :

AM(m) = sz(m) ® Ti.

1€Z
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Lemme 3.2 Dans la situation plus haut, on a :
a) Anr(pi(m)) = pi(m) @ T® pour tout m € M ;
b) m =73, pi(m) pour tout m € M.
En particulier

. O0sii#£j
piob; = {pisij—i.

Preuve : Il s’agit de rappeler les conditions de compatibilité du morphisme
Ay relatif & la structure de comodule sur M :

—) Ay ® idk[G] oAy =idy ® Ak[G] oAy

—) dy ® eo Ay =1idyy.
Ces deux conditions donnent respectivement :

D Aulpi(m) @ T' = Ay @ idyg)(Y_pi(m) @ T') = Y pi(m) - T' @ T"
i€Z i€Z i€z
m=idy ® E(Zpi(m) ®T%) = Zpi(m>

i€Z i€Z
d’ou la conclusion. f

Soit n € Z. A l'aide du lemme 2.2, on définit un élément A, € X(G,)
correspondant & T™ € k[T, T~1]. De fagon explicite, pour tout k-algebre B,
An B : B* — B* est défini par b +— b™.

Théoréme 3.1 Se donner une k-représentation de G,, revient a se donner un
k-module, avec une décomposition M = ®;czM; en sous k-modules, telle que
laction de Gy, sur M munit chaque M; d’une action de G,, par le caractére \;.
De plus, X(G,,) 2 Z.

Preuve : Supposons que M soit muni d’une action de G,,. A I'aide du lemme
3.2 on retrouve la décomposition M = @;czM;, ou M; = pi(M).

Encore grace au lemme 3.2 on a que (idgg)) - (pi(m) ® lgg)) = pi(m) @ T, ce
qui montre que 'action de G,,, sur M définit une action de G,, sur chaque M;,
et que G,,, agit sur M; par le caractere \;.

Réciproquement, on vérifie que si (M;);cz est une famille de G,,-représentations,
avec G,, agissant par le caractere \; sur chaque M;, alors il y a une action
naturelle de G,,, sur ®;czM;.

Pour l'isomorphisme X(G,,) = Z, prenons A € X(G,,), et vérifions que
A(idgig)) = T* pour un i € Z convenable. Soit f) = djez a;T9 € k[T, T71,
avec a; € k, a; = 0 pour presque tous les indices j. Alors, grace aux descriptions
explicites des morphismes de bialgebres sur k[T, T1], on voit que la condition
A ® fa = Agg(fr) donne a? = o pour tout j (i.e. a; € {0,1,} pour tout j).
Ceci implique d’apres €(fx) = 1 que a; = 1 pour un indice j et un seul. f
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3.3 Encore sur GLy

Considérons le groupe algébrique GLs, sur un corps de base k. Rappelons
que 'on dispose d’un sous-groupe algébrique (i.e. sous-foncteur) remarquable,
donné par le tore maximal T = G,, x G,, et que la structure de sous foncteur
de GL3 est donné par le morphisme de k-bialgebres

k[X11, X12, Xo1, Xoo, (det(X35)i) '] — k[T, T @Kk[T,T7"]

T®1lsi(i,7)=(1,1)
0sii#j.

De plus, comme T est & valeurs dans la catégorie des groupes abeliens, on a

X(T) = X(Gm) X X(Gm)
et on voit que le lemme 2.2 donne
X(T)=2{T" @ T™ c k[T, T @ k[T, T (n,m) € Z*}.

Ainsi X (T) = Z? en tant que groupe abelien. On va introduire le formalisme

suivant : si A, \’ € X(T), on pose A > X si les couples (n,m), (n’,m’) € Z2,

correspondant respectivement & X, \’ via I'isomorphisme précédent, vérifient la

relation n — n’ > m — m/. En particulier, on dit que A € X(T) est positif si

A > triv.

Pour conclure, on dispose d’un automorphisme (de groupes) sw de T, donné
par I'inversion : si B est une k-algebre, on a

swg:T(B) — T(B)

bal = L0a]

au niveau des bialgebres, le morphisme s’écrit
sw* k[T, T QkT,T7Y — k[T, T\ @kT, T
T®R1 — 1T
19T — To®I1.

Le morphisme sw induit (par precomposition) un automorphisme de groupes
abeliens sur X (T), qui renverse la “relation” >.

Soit M un k-module de type fini, muni d’une action de GLo. Alors, par
restriction, M est aussi une représentation de T, et on a une décomposition en
k-sous modules



(cf. [13], théoreme 9.15).
0

1 (1) :| € GLQ(Z)

. def
Dans la suite, on pose w = [

Lemme 3.3 Dans la situation précédente, on a un isomorphisme k-linéaire

My — Myosyw donné par m — w=t-m.

1

Preuve : Si l'on sait que lapplication m — w™" - m définit un morphisme

k-linéaire de M) — M)osw, alors le morphisme devient automatiquement un
isomorphisme, grace & la relation w? = —1. II s’agit donc de voir que si m €
M, alors w™'m € Myosw. Notons d’abord que si B est une k-algebre, on a
(wtm)®lp =w (m®1p). En effet, si w™'-(m® 1x,) = 2255 @ fm,j (ol
m; désigne une k-base de M et f,, ; € k[G]), alors

(whm)®1p = (Z M frmj(w™1)) ®1p = ij ® frmj(w™ ) =w ' (m® 1p).

De plus, notons que A(w -t -w~!) = X o sw(t) pour tout ¢ € T(B). Enfin
t(wtm)@lg)=w - (w-t-w - (melg)=w - meAw-t-w')) = (wtm)@ o sw(t)
d’ou la conclusion.

Considérons l'algebre du groupe
Z[X(M] =A{ Z pa[A] avec puy € Z, et py = 0 pour presque touth € X (T)}
AeX(T)
et posons
Z[X(T)]sw d:Cf{ Z :LL)\[)‘] tq Hx = M)\osw}'
AEX(T)

Définition 3.1 Soit M une GLo-représentation, de dimension finie sur k. On
définit le caractére formel de M par :

On note que la somme est finie (dés que M = @)\GX(T) M)y est de dimension
finie) et que d’apres le lemme 3.3 on a ch(M) € Z[X(T)]**.

Liée a la définition de caractere formel, on a la notion de poids d’une représentation :

Définition 3.2 Un poids d’une GLg-représentation M sur k est un caractére
A € X(T) tel que My # 0. Un plus haut poids pour M est un poids A € X(T)
tel que X\ > p pour tout poids p € X (T) de M.

Notons que la condition My = 0 pour presque tout A € X (T) implique que 'on
dispose toujours d’un plus haut poids pour M ; de plus, le lemme 3.3 montre
qu’un plus haut poids pour une représentation est toujours positif.

32



Caractere central. Soit M une T-représentation sur k£ de dimension finie.
On rappelle que I'on dispose d’un sous-groupe algébrique remarquable de T, le
centre Z(T), qui s’identifie de maniére évidente au groupe multiplicatif G,,. On
dira que M a un caractére central il existe A € X (T) tel que laction de G,,, sur
M induit par I'inclusion inc : G, — T advient par le caractere Aoinc € X (Gy,).
Notons que

M; € @ M(n,m)

m-+n=Il

ou M, désigne le sous k-module maximal de M sur lequel G, agit (via inc) par
le caractere | € Z =2 X (G,y,) (et My, ) est le k-sous module de M sur lequel T
agit par le caractere (n,m) € Z% = X (T)). Pour le voir, il suffit de considérer
I’action de idk[TyT*l] sur r ® 1k[T,T*1] avec r € M(mm)

{ T 0

0T ] (2 ® Ly o) =z @I, (3.1)

qui montre donc l'inclusion €9
M=@,., M.
Dire que M admet un caractere central équivaut a la décomposition M = M;

Mp,m) € M;. On a enfin I’égalité, d’apres

n+m=l|

Dt M(n,m) : si A = (n,m) est un caractere central, on voit, grace a (3.1),
que M = M, ., ; réciproquement, si M = M, n’importe quel caractere (n,m) €
72 avec n + m = [ est central.

Lemme 3.4 Soit M une GLy-représentation sur k.
i) Si M est irréductible, alors M a un caractére central.
it) Si M est irréductible (de dimension finie), M a un unique plus haut
poids.

Preuve : i) Soit M = @,., M; la décomposition de M en tant que G,,-
représentation. Il s’agit de montrer que M = M;, pour un [y € Z convenable.
Soit ly € Z tel que M;, # 0. On prétend que M, est une sous GLg-représentation
non nulle de M. Soit donc B une k-algebre, g € GLg(B); comme M;, ®; B =
(M ®k B)iyo1, (d’apres la généralisation du lemme 2.3), il s’agit de montrer
que si C' est une B-algebre, a € Z((GL2)5(C)), alors a- (¢ (z® 1)) ® 1¢ =
(9-z®1p) ® alo. Mais, on a vu (méme argument que dans le lemme 3.3) que
(g-2®1p)R1c =g (@15 ®1¢), o, dans le deuxiéme terme, g est vu comme
élément de (GL3)p(C); comme « est central, la conclusion est alors évidente.
Enfin, on utilise le fait que M est irréductible pour conclure que M = M, .

i1) Si M est de dimension finie et possede un caractere central, disons (ng, mg) €
7?2, alorsona M = @
de M est triviale. §

My, ). L'unicité d’un plus haut poids (n,m)

n+m=ng+mo
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Petite digression sur le groupe additif. Soit M un k-module (en fait, il
suffit de supposer que M est Z-module), muni d’une action du groupe additif
G,,. IIs existent alors des applications k-linéaires ¢, : M — M, pour tout n € N,
qui sont déterminées par la condition

Ap(m) = Z gn(m) @ T".
neN
D’apres la condition idy ® €xg,) © Ay = idas et la description explicite des
morphismes de bialgebre de k[T], on a go(m) = m.
Soit maintenant M une GLy-représentation sur k ; comme le sous-groupe algébrique
U de GLs est isomorphe au groupe additif, on peut considérer la structure de
Gg-représentation sur M obtenue via 'inclusion U < GLs.

Proposition 3.1 Soit M une G = GLy-représentation sur k, A € X(T).
Alors, qn(My) € Mxina, ot = (1,—1) € Z?

Ug 0

Preuve : Par définition, il s’agit d’étudier [ 0 U
2

] “qn(2) @ 1y ot & € M)y

et k[T] = k[Uy,Us, (U1Us)™']; et pour cela, il suffit d’étudier { Tél TO ] :
22

qn(7) @ 1i[g). D’une part, on a :
T, 0 1 Tio T, O
: : 1)) = (gn T);
e T e ;eN:[ v | @ e

d’autre part, on a

T 0O L Ty | _ |1 T11 T3, Tho T 0O
0 Ty 0 1 0 1 0 T

ce qui permet d’écrire

(o m]ls presn = [0 M Lo o)
= an(x)@))\([ Tal TZQ })TQTQ—;LTE.

neN

En comparant les deux écritures dans M ® k[G], on trouve

T 0 1o [Tn 0
R et i A OO R

d’ou la conclusion. f

Remarque 3.1 On a un résultat analogue si I’on considere I'action de U~ =
Gg sur M : il suffit de remplacer n avec —n dans la proposition 3.1 .
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Corollaire 3.1 Dans les hypothéses de la proposition 3.1, si A € X(T) est un
plus haut poids de M, alors My C MV. En particulier, MY # 0.

Preuve : Soit A € X (T) un plus haut poids de M. Comme A+na > X pour tout
n >0, on a Mxynq = 0 pour tout n > 0. Pourtant si @ € My, on a g,(x) =0

0 1 ] . (x & lk[(;,]) =rQ® 119[((;,] ce qui

pour tout n > 0; comme go(x) = z, [

permet de déduire ’énoncé.

1 T
Proposition 3.2 Soit m € MY (i.e. m € M tel que { 0 112

} (@ 1yg) =

Ti1 0
1 t
rQ k[G) € |: 0 Ty

Alors, k[U™] - m = k[G] - m.

} (2 ® 1kg) _CU®>\I§[G]([ 731 T(:g }))-

Preuve : Soit m € MY, et fixons Z = {m;}._; une k-base de k[G] - m. Il
suit que les f,; € k[G] qui apparaissent dans I'écriture (idyg)) - (m ® 1)) =
22:1 m; ® fm,; sont, de facon nécessaire, linéairement indépendants sur k.
D’apres le corollaire 2.1, il s’agit de montrer que les a; € k[Ts1] = k[U~] qui
apparaissent dans 1’écriture

l
1 0
[Tm 1]'(m®1k[v])—§:mi®ai
=1

sont linéairement indépendants sur k.
D’apres ’hypothese m € M}\J, on a

({T; ?}{Tél 722][(1) TF ])'(m®1k[1u13})—

:[Tlgl (j]-(mé@)\)

Thn 0

(o A dénote )\k[UlB]([ 0 T

}))- Or, g = [ by ] € U~ (k[U™B]) C
G(k[U~BJ) et donc

I
g- (M@ lyy-g) = > _mi @ a;(g).
i=1

Considérons le morphisme injectif ¢ : k[G] — k[U~B] induit par la “grosse
cellule”. D’apres ce qui précede, on a ¢(f, ;) = a;(g)A : comme ¢(fp,;) sont
linéairement indépendants, les «; le sont nécessairement.
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Corollaire 3.2 Awvec les hypothéses de la proposition 3.2, supposons que M =
k[G] - m avec m € MY.

Alors on a dimy,(M,) < 1 pour tout poids pp € X(T); de plus si M, # 0 alors
uw < X et M posséde un unique sous-module mazximal.

Preuve : Avec les notations de la proposition 3.1, on a

1 0 n
{ T 1 } H(m® Lug) = 3 4a(m) © T5;
neN

et go(m) = m. Gréace & la remarque qui suit la proposition 3.1, on a alors
que gp(m) € Mx_po pour tout n € N. Donc, les ¢,(m) sont linéairement
indépendants : d’apres le corollaire 2.1 on a

M = K[G] - m = kU] - m = @D (ga(m).

neN

Ceci permet de conclure que les poids p de M ont tous multiplicité au plus 1,

et que 'on a pu < A.

Notons que si N est une sous-G-représentation propre de M, alors tous ses

poids p sont tels que p < A : en effet, on a dimy My =1 et k[G] - m = M ; par

conséquent, N < P p<A M), en tant que k-espace vectoriel. Considérons la sous-
G-représentation L de M engendrée par la famille £ = {N < M avec N sous G représentation}.
On voit alors que pour tout z € 3_nc o N, Ay(z) € (B, <\ M) ® k[G] ce qui

montre a ’aide de la proposition 2.1 généralisée que L est un sous-k-module

propre de M. Donc, L est la sous G-représentation maximale de M.

Corollaire 3.3 Supposons, dans les hypothéses de la proposition 3.2, que dimy, MV =
1.

Alors, M a une unique sous-représentation irréductible, a savoir la G-représentation
engendrée par MY. En particulier, k[G] - m = k[U~] - m pour m € MV.

Preuve : Considérons N < M, une sous-G-représentation irréductible de M.
Grace au corollaire 3.1, on a NV # 0, ce qui implique NV = MV. Comme N
est irréductible, on a N = k[G] - n pour n’'importe quel n € NV = MV : donc
N =k[G] - MV = k[U] - MY. 4

Les représentations Sym"k?®,det™. Considérons le k-module @, k- X"~V =
E[X,Y]!. On peut définir une action de GLy : si B est une k-algebre et g =

[ ch Z } € GLy(B), on pose g - X" 7Y = (aX + cY)""(bX + dY)’, et on

prolonge pour B-linéarité; une vérification immédiate montre que ceci définit
bien une action de GLy sur k[X,Y]".
La représentation det™ est définie de la fagon suivante. On considere le k-module
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k; pour toute k-algébre B, laction de g € GLo(B) sur k ®j B n’est rien d’autre
que la multiplication par (det(g))™.

On s'intéresse & M = Sym"k? @ det™. Clest facile de voir que X" Y e
My —itm,i+m) : on en déduit le caractere formel

n

ch(M):Z(n7i+m,i+m),

=0

ce qui montre que M a un caractere central et que le plus haut poids de M est
(m+n,m).

Définissons

JE i eNtq0<j<net (?) £ 05}
Proposition 3.3 Dans la situation précédente, on a
i) (Sym"k?)" = (X" ;
ii) Sym"k? a une unique sous représentation irréductible L,, : c’est la représentation
engendrée par X™ € k[X, Y] ;
i) on a L, = (X"7IY7T [j€ J) Ck[X,Y]" en tant que k-module ;
iv) les poids de L,, sont (n—j,j) € Z* pour j € J ; en particulier, (n,0) € Z?
est le plus haut poids de L,,.

Preuve : i) C’est un calcul. Soit v =

9= 10 1

Yo MX Yt e (Sym™k?)Y, et prenons

} € GL2(k[T]). Comme v est invariant sous U(K[T]), on a

gro=> MX"HTX+Y) =0
=0

Un calcul donne

n n l
w=) XY )\l( )Tl—S.
11 suit que )\l(i) = 0 pour tout [ € {0,...,n}, s € {0,...,1} tels que [ — s > 1.
Ceci est équivalent (en prenant s = 0) a la condition \; = 0 pour tout [ €
{1,...,n}.

ii) Découle d’apres le corollaire 3.3, dés que dimy (Sym"k2)V = 1.

i4i) Considérons

T le] = (n) X"y jm—j i h
xr =S (M) XX YITI T, € kX, Y @ (G,
N > (] 9T, € KX, Y12 © KIG]
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Comme les {X" 7Y 7}, sont k-lindairement indépendants dans k[X,Y]" ainsi
que les T7Y 7T, dans k[G], le résultat découle d’apres le corollaire 2.1.

iv) 11 s’agit de rappeler que les poids de M = Sym™k? sont de la forme (n—1I,1) €
Z? (pour 0 < I < n) et ont tous multiplicité 1, & savoir M,_; ;) = (X"~1V).
Comme L, = (X"77Y7  j € J), on conclut. f

Théoréme 3.2 i) Soient M, M’ deux représentation irréductibles de G =
GLy (de type fini sur k), ayant le méme plus haut poids. Alors, M = M’
en tant que G-représentations.

it) Si A € X(T) est un poids positif, il existe une représentation de G sur k,
de plus haut poids .

i11) Les représentations irréductibles sur k de G sont de la forme L, ®det™,
pourn >0, m € Z.

Preuve : Soit A € X (T) le plus haut poids de M, M’ (unique, d’apres le lemme
3.4). Définissons la G-représentation V = M @ M’, et soit v = (m,m’) € V,
avec m € M) \ {0}, m" € M} \ {0} ; dans la suite, M et M’ seront considérées
comme des sous représentations de V.

Comme le foncteur M — M) est additif, on déduit que A est un plus haut poids
de V, et v € Vy ; il suit du corollaire 3.1 que v € VU.

Définissons M” = k[G] - v. Comme v € MyV, on a dimy My = 1 d’aprés le
corollaire 3.2. Ceci implique que m ¢ M" et m’ ¢ M". Comme M et M’ sont
simples, on en déduit que M N M" =0=M'NM".

Pour conclure, considérons la projection (non nulle) 7 : V' — M : la restriction
de m & M" donne un epimorphisme M"” — M, qui est en fait un isomorphisme,
grace a la condition M’ N M" = 0. On a ainsi M = M et, de méme, M" = M’
ce qui permet de conclure.

i1) Rappelons que si n > 0 et m € 7Z, alors la représentation Sym" ® det™ est
de plus haut poids (m + n,m) € Z2. Tout poids positif A € Z? est de la forme
(n+m,m) pour n >0, m € Z.

i11) Notons que, pour tout m € Z, la représentation L, ® det™ de G est
irréductible sur k, dés que L,, est irréductible et det™ est de dimension 1. En
outre le plus haut poids de L, ® det™ est (n + m, m) et celles-1a donnent tous
les poids positifs (ou nuls) : la conclusion découle de la partie 7). §
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Chapitre 4

Sur la représentation

Sym"(F)

Dans cette section on se propose de montrer le résultat suivant :

Théoréme 4.1 Soit p un nombre premier, n € N. Alors :
i) la représentation Sym™ (F2) de GLa(F,) est irréductible ssin < p;
it) la représentation Sym"(C) de GLa(C) est irréductible pour tout n € N.

La preuve utilise des techniques radicalement différentes dans les deux cas.
Dans le paragraphe §4.1 on va classifie toutes les représentations irreductibles
(de dimension finie) de GLo(F,) sur F, pour ¢ = p/. A part le théoréme de
Brauer, tous les outils utilisés sont des calculs élémentaires d’algebre lineaire.
Le paragraphe §4.2 est consacré & la preuve du i) du théoreéme 4.1, et utilise
des outils plus techniques, comme la théorie des anneaux de Wedderburn, ou la
notion du foncteur de Shur.

Les références principales ont été les polycopies de Breuil [3] pour le paragraphe
§4.1, et le livre de Fulton et Harris [7] pour le paragraphe 4.2.

4.1 Le cas de caractéristique positif

En caractérisitique p > 0, on va montrer un résultat un peu plus général.
Soit ¢ = p/, n € N, et fixons un plongement F;, — Fp. Pour 0 <5 < f—1,
. i . =2 j . .
on definit la représentation (Sym™(F,))/""" : 'espace vectoriel sous-jacent est

celui de Sym" (Fi), et action de GLy(FF;) est donnée par :

[ Z Z } XY (0P X+ P Y)Y X 4+ dP Y
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ou a,b,c,d € sont vus comme elements de F, via le plongement fixé plus
ua,b,cdel, t 1 ts de F, le pl t fi 1
haut).

On rappelle le résultat suivant :

Théoréme 4.2 (Brauer) Soit G un groupe fini. Définissons Greg o {g €

Gt.q.(ord(g),p) = 1}. Le nombre des représentations irréductibles de G sur
un E,—espace vectoriel de dimension finie est le nombre des classes de conjugai-
son dans Greg.

Preuve : Omissis (cf. [5]). Notons que, si h € Greg, les éléments de sa classe de
conjugaison dans G sont en fait contenus dans Geg. §

Un autre outil élémentaire mais utile :

Lemme 4.1 Soit G un p-groupe fini, agissant sur un Fy-espace vectoriel V non
nul. Alors, le sous-espace des invariants VC est non nul.

Preuve : Soit x € V'\ {0}, et soit {0} # W < V le sous F,-espace vectoriel de V
engendré par ’ensemble W/ = {g.z, g € G}. On note que W est de cardinal fini
(dés que Card(W') < oo et Card(F,) = p). On en déduit que Card(W) = p™
pour m € N*.
Or, G agit sur W, ce qui donne une décomposition de W en orbites W =
[I; G - w; pour un nombre fini de w; € W convenables. De plus, on a Card(G -
wi):%:pm pour un n; € N, et on an; =0 ssi w; € WE.
On conclut :

p™ = Card(WE) + pc

pour un ¢ € N ce qui donne (m > 1) p|Card(W¢). Comme Card(W) > 1 (dés
que 0 € W), on en déduit le résultat. f

Voici la premiere étape pour la preuve (de la généralisation) de la partie 7)
du théoreme 4.1.

Lemme 4.2 Soient ng,...,nj—1 €{0,...,p—1} et m € {0,...,¢— 2}.
Alors, les q(q — 1) représentations

p(no, - ny—1,m) 2 Sym™ (F2)@(Sym™ (F2)) P @- - @ (Sym™ 1 (F2)) ™ @det™

sont irréductibles et deux a deux non isomorphes.

Preuve : Etape 1. On va identifier la représentation p = p(ng,...,np_1,m)
avec la représentaiton 7 suivante. L’espace vectoriel sous-jacent & 7 est donné
par : ‘ ‘

|7 Lf pno oo gt <X2f;ol (nj—i))p’ y X120 i59’ )

i0=0 Yi;=0" i1 »
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et on va definir une action de GL2(F,) de la fagon suivante

{ a Z ](ijfol (nj—ij)p’ y 312, iﬂ’]) 2ef (aX+Cy)Z_7f;()l (nj*ij)Pj(bX+dY)Z_7f‘;ol
c
On verifie facilement que l'on a un isomorphisme GLq(F,)-equivariant donné
par :
T 5 op
F-1

XTI (=P y Iz’ xmo—ioyrio ® @ XM-1Tl -1yt

Etape 2. Verifions Dirréductibilité de . Soit 0 # V < m un sous espace GLa(F))-
. 1
stable. En particulier, V est stable sous U = {{ 0 alc ] r € Fg} < GLa(Fy)

et, d’apreés le lemme 4.1, on a VY # 0. Dans la suite, on utilise la notation
. . . def . . . PR .

multindice i = (ig,...,i7—1), avec i; € N, et on considere la base canonique

e det 370 (n—i)p' y X120 407 e o

1 =z

Considérons donc 0 # v =, Nie; € VY, [ 0 1

} € U. Un calcul ennuyant

donne :

Loaw ) (AN S CIR
[0 1} —Z(z) J o

On en déduit que (A;); est un vecteur propre d’une matrice diagonale par blocs,
avec le bloc “(4,4)” donné par :

1 J;”j o x"“’j

0 1 ... zm-0P
M; ;= ;

o 0 ... 1

Une telle matrice posseéde une valeur propre et une seule (qui vaut 1) et 'espace
propre associé est de dimension 1. On conclut que

VU = <€Q>ﬁp.
Maintenant, étudions

) g

I<n

Rappellons que si W est un espace vectoriel sur un corps C, vq,..., vy € W et
a = (ay;)o<ij<N est une matrice inversible & coefficients dans C', alors

N
(vj, 5€{1,....,N})¢o = <Zaijvj, ie{l,...,N}ec.
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= 1
L’espace vectoriel sur IF,, engendré par la famille { { 0 :f } -eo « € Fy} coincide

donc avec I’espace sous-jacent a .
Etape 3.

Vérifions que les représentations précédentes sont a deux a deux non iso-
morphes. Considérons la donnée d’un isomorphisme de représentations

p(n,m) = p(n’,m’).

, b
Definissons I & {|
efinissons {[ e d

1, on en déduit que ’on dispose d’un isomorphisme I-equivariant

} € GLy(F,) avec ¢ = 0} ; comme U < [ et dim p¥ =

p(n,n)? = p(n',m")". (4.1)

0 . N
De plus, le sous-groupe {[ g 1 ] r € F)} agit sur p(n, m) par le caractere
x

T xzj"”’j; il suit que gZimi = X nip pour tout z € Fy. D’apres
les restrictions sur les n;, on en déduit que ou bien n = n/, ou bien n = 0
et = (p—1,...,p— 1) (ou vice-versa). Mais ce dernier cas ne peut pas se
produire, pour des raisons de dimension sur F,,.

1 —
Il ne reste qu’a verifier m = m/. On peut étudier laction de { { 0 2 ] zelF,}

sur pY, qui est donnée par le caractere det™. La condition 2™ = zm pour tout
x € F; qui vient de I'isomorphisme 4.1 permet de conclure que m = m’ d’apres
les limitations sur m,m/’. §

On a trouvé donc ¢(q — 1) représentations irréductibles deux & deux non
isomorphes de GLa(F,). Voici le résultat qui permet de conclure :

Lemme 4.3 Les représentations du lemme 4.2 fournissent toutes les représentations
irréductibles de dimension finie de GLo(FF,) sur E,.

Preuve : D’apres le lemme 4.2 on a ¢(g — 1) représentations irréductibles deux
a deux non isomorphes de GLy(F,) sur des E,—espaces vectoriels de dimension
finie. A l'aide du théoreme de Brauer, il suffira de montrer qu’ils existent exac-
tement ¢(q — 1) telles représentations. Or, on a

GL2(Fg)reg = {g € GL2(F,) t.q. g est diagonalisable dans une extension de Fq}.

En effet soit g € GLy(FF,); alors, dans une extension finie de F, et quitte &
1

conjuger (ce qui ne change pas 'ordre de g) on aura g = [ g } ou bien
@

a” na™ !

0 o }, ce qui donne

a 0 .
g = [ 0 g ] Dans le premier cas, on a g" = [
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plord(g) ; dans le deuxieme cas, on a ord(g) = ppmc(ord(a),ord(8)), ce qui
montre que p { ord(g).
On a donc

GL3(Fg)reg/ ~=AUB
ou
a 0
0 g

B = {g € GLy(F,)req avec g ~ [ :(C)

A“:ef{[ ] 0, B EFX}/ ~

0
() } Jz eFp \F,}/ ~
et 1 #o0€Yal(F,/F,).
Calculons Card(A). On a (¢ — 1) classes d’éléments du centre Z(GLy(F,)), et

(g=1)*—(g—1)
2

-1
classes [ ] avec a # 3. Donc Card(A) = q<q72).

a 0
0 B
On va étudier Card(B). On commence par montrer que

B = {matrices associéees au produit Fyz 5 F 2 pour x € F2 \F,}/ ~. (4.2)

Soit © € Fp2 \ Fy; alors, {1,2} est une Fy-base de Fyz2, et on voit aussitét que
0 —N(z)
1 Tr(z)
habituelle : N = N]qu JF, est la norme, T'r = TT']FqZ JF, la trace), dont les valeurs
propres sont précisement z, o (z).

la matrice associée au “produit par z” est { ] (avec la notation

a

Réciproquement, prenons [g]. € B, et soit g = { } un représentant.
c

d

Comme ¢ # 0 (les valeurs propres de g ne sont pas dans F,!), on voit que

0 . .
g~ [ . g } (pour des o, 8 € Fy) sur Fy, et donc g est, & conjugason pres, la
matrice du “produit par z” pour z une racine de X2 — 83X — . Ceci montre
(4.2).
Comme les valeurs propres doivent étre les mémes, on a

0 —N(z) 0 —N(y) .
~ = = ou bien z = y.

{ 1 Tr(z) 1 Tr(x) o) Y

Mais la derniere condition est équivalente a demander que x,y soient dans la

méme orbite de I'action de Zal(F 2 /Fy) sur F2\F,, d’ott Card(B) = Cord(Fe2\Fa) _

X 2
9 —q

5
Ceci permet de conclure.

4.2 Le cas de caractéristique zéro

L’objet de ce paragraphe est la démonstration de I'irréductibilité de la représentation
Sym?(C?) de GLy(C) pour tout d € N.
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Pour cela, on va utiliser la théorie liée au foncteur de Schur S(4y (pour plus de
détails, cf. [7], §6.1). Dans notre situation, on a

S(d) =V®d~(z 0)

oeGy

ot 'on considere 'action évidente & droite de &4 sur V®?; et, comme char(C) =
0, on a
Ver- (3~ o) =Sym*(C?) =
AP
(cf. [7], appendice B.2)

On se place alors dans un cadre plus général : A désigne une partition de
d = dimV, ot V est un C- espace vectoriel, et soit Sy(V) le foncteur de Schur
associé.

Considérons

B % {$ € Home(VE, VO t.q. §(v-g) = ¢(v)-g Vv € VE g € &, } =
= (Homg (V®4,V&4))n.

Les morphisme de la forme ¢®---®¢ € Homge (V&% V) avec ¢ € Homc(V, V)
sont en fait dans B.

Lemme 4.4 L’algébre des commutateurs B est engendrée, en tant que C-sous
espace de Homc(V®e,VE) par des éléments de la forme ¢ @ -+ ® ¢ avec
¢ € Homc(V,V). De plus, un C-sous espace de VO est B-stable ssi il est
invariant sous GLa(V).

Preuve : Soit IV un C-espace vectoriel de dimension finie. On sait que Sym®(WW)
est engendré, en tant que C-sous espace de W®?, par des éléments de la forme
dw®---Q@wavecw e W.

def

Si W = Homgc(V, V), on note que
W = Home (V4 V)

isomorphisme canonique de C-espaces vectoriels, compatible & I’action naturelle
de G,,.
11 suit que

B = (Homg (V®, V®4))®n = ((Home (V, V))®?) " 2 Sym? (Home (V, V)

d’ou la conclusion pour la premiere partie du lemme.

Pour la deuxieme, on note qu'un C-sous espace de V®? est invariant sous
GL2(C) ssi il est sous Homeg(V, V) : en fait, GL2(C) est un sous-groupe dense
de Hom¢(V, V), et Iaction naturelle de Homg(V, V) sur V est continue.

La conclusion découle alors de la premiere partie du lemme. f

44



11 suffit maintenant de voir que S)V est un B module (a gauche) irréductible
et ceci vient de la construction suivante.

Soit G un groupe fini, U un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’une
action a droite de G ; posons

B = {$ € Homc(U,U) t.q. ¢(v-g) = ¢(v)-g¥v € U,g € &,}

et on note que U est un B-C[G] bimodule ! .
SiU =&, Ui@"i est une décomposition en sous-G-modules irréductibles, on a
(lemme de Schur)

B = Homg (U, U) = ) Home (U, U;) = €D M, (C).

0,J
On note A = C[@].

Lemme 4.5 Soit U un A-module a gauche (de dimension finie sur C).
i) Si c € A, le morphisme U @4 (A-c) = U - c est un isomorphisme de
B-modules a gauche.
i1) Si A-c est un A-module a gauche irréductible, alors U -c est un B-module
a gauche irréductible.

Preuve : i) Notons que A-c est un facteur direct de A (on rappelle que si G est
un groupe fini agissant sur un C-espace vectoriel V', toute sous-représentation
de V admet un complémentaire G-stable). Donc, dés que U ® 4 @ est un foncteur
additif, on dispose du diagramme commutatif de B-modules a gauche :

U®AA;>C>U®A(A'C)(—>U®AA

N

U U-© U,

ce qui permet de conclure.
i7) On va distinguer deux cas.
Casl : U est un A-module irréductible. D’une part, d’apres le lemme de Schur,
B = C. D’autre part, la théorie des anneaux de Wedderburn (cf. [16], pag.37)
montre que :
-) on a un isomorphisme A = ®7_; M,,,(C);
-) A-c s’identifie & un idéal a gauche minimal de A;
-) un tel idéal s’identifie & un sous-ensemble de A constitué par des éléments
de la forme ¢; @ --- P e, € A tels que ¢; = Oar,,,, (c) pour tout indice i # ig
(avec i indice fixé qui ne dépend que de I'idéal) et ¢;, a toutes ses colonnes
égales a zéro, sauf la j-ieme colonne, ou j est un indice qui ne dépend que
de l’idéal.
LC[G] désigne I’algebre du groupe associé & G
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De méme, U est un A-module & gauche irréductible et s’identifie & un idéal
a droite minimal de A, dont la description est similaire & la précédente, en
remplagant “colonne” avec “ligne”.

Il suit que U ®4 A - ¢ est un C-espace vectoriel de dimension au plus 1, et en
particulier est un B module irréductible.

CaslII : le cas général. Soit donc U = P, UfB"i une décomposition de U en
A-modules & droite irréductibles. Donc, en posant W & A4 - ¢, on a

3

UeaW =@ Uosw)" =@ o™

avec \; € {0,1} et \; = 0 pour tout indice 4, sauf au plus un indice ig. On voit
aussitot que alors l'action de B = P, My, (C) fait de U ®4 W un B-module
irréductible.

L’irréductibilité de S,V découle alors du fait que C[&,,] - c) sont des C[&,,]-
modules irréductibles (cf. [7], lemme 4.25).
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Chapitre 5

Une suite exacte de
représentations

Le but de ce chapitre est déttailler la démonstration d’un résultat qui ap-

parait dans article de Breuil [2], ici énoncé dans le lemme 5.3. D’abord (§5.1)
on introduit des notions élémentaires concernant les representations lisses de
GL2(Op). Ensuite on énonce et démontre le lemme 5.3 (§5.2 et 5.3).
Le paragraphe suivant (§5.4) est consacré & la preuve d’un resultat de Glover
[8]. Enfin, en combinant les deux résultats, on peut décrire de maniére explicite
les facteurs de Jordan-Holder des représentations Sym” (F;) pour n’importe que
k € N. On conlut avec un exemple issue de [4].

5.1 Représentations lisses de GLy(F)

Soit p un nombre premier, F' une extension finie de Q,, O son anneau des
entiers, et wrp € Op une uniformisante. Soit f € N* le degré résiduel. Pour
résumer,

}Fg OFCH F
F, L — Qp.

Les groupes qui apparaissent plus souvent dans ’étude de la correspondance de
Langlands p-adique sont les suivants. On a G = GLs (F), le pro-p-groupe K =
GL2(Op) = liinGLg((’)F/w;E) : les sous-groupes K,, = ker(K — GLy(Op /@),
qui fournissent une base de voisinages de 1 dans K ; I < K est le sous-groupe
des matrices triangulaires supérieures modulo wp, et I; < I le sous-groupe des
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matrices unipotentes modulo wp. Enfin, rappellons Z(G) = F'* le centre de G.
Une notion de base est celle des représentations lisses :

Définition 5.1 Soit H un groupe topologique agissant sur V', un espace vecto-
riel sur un corps C. On dit que un vecteur v € V est un vecteur lisse (pour
Paction de H) si le stabilisateur Stabg(v) est un voisinage de 1 € H (i.e. si
c’est un sous-groupe owvert de H). On dit que l’action de H est lisse (ou que la
representation est lisse) si tout vecteur v € V est lisse.

Un premier résultat classique sur les representations lisses est le suivante :

Proposition 5.1 Soit G un pro-p-groupe, ™ # 0 une représentation lisse de G
sur .
Alors, Uespace des invariants € est non nul.

Preuve : Soit V; lespace vectoriel sous-jacent de 7, et fixons v € V; \ {0}; on
définit p/ = {g-v eV, geGlet p= (p’)h le sous-FF,, espace vectoriel de V;
engendré par p'.

Comme 7 est lisse, le stabilisateur Stabg(v) est un sous-groupe d’indice fini, ce
qui permet de conclure que dimﬁp p < 00. Soit vy,...,v4 € p une E,—base de p.
On voit que p est une sous-G-représentation de m, de noyau

d
Ker(p) = ﬂ Stabg(v;);
i=1

par conséquent, Ker(p) est un sous-groupe (normal et) ouvert de G.
11 suit (cf. [19], théoréme 1.2.5) que le quotient G/Ker(p) est un pro-p-groupe
fini, i.e. un p-groupe. Pour conclure, on note que p est de fagon naturelle une
représentation (non nulle) du quotient G/Ker(p), et on utilise les résultats clas-
siques sur les représentations des groupes finis. #

La “brique” fondamentale de I'étude des représentations lisses de G est
donnée par la notion de poids :

Définition 5.2 Un poids de K est une représentation irreductible lisse de K
sur £, de dimension finie.

Par lissité, 'action de K sur un poids est triviale sur un sous-groupe ouvert de
base K,,. Plus precisement, on a le

Lemme 5.1 Soit o0 un poids de K. Alors laction de K se factorise via K —
K/K; = GLy(F,y).

Preuve : Notons que Kj est un pro-p-groupe, normal dans K : grace au
lemme 5.1, 01 est une sous-représentation non nulle de o, donc égale & o
par irréductibilité. f
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La conséquence étonnante est alors que 1’on connait déja tous les poids de
K, grace aux résultats vus dans le paragraphe §4.1.
Etant donnée une K-représentation (lisse) o, on étend I'action de K & KF* “en
faisant agir wr par 'identité”. De manieére précise, on note que tout z € K F*
s'écrit x = k- v avec k € K, a € F* et Iécriture est unique a produit par une
unité pres : la condition k1 - a3 = Ko - ap donne an = iU, kg = K1 - W' pour
u € OF ; on peut donc définir un morphisme continu de groupes

K7 —- K
K- — /g.a.pfvwF(a)
oll v, désigne la valuation wp-adique sur F. L’action de K F'* sur o est obte-

nue par composition avec le morphisme plus haut, et cette “nouvelle” représentation
est notée o.

Remarque 5.1 Dans la suite, oy, (pour k € N) designe ’espace vectoriel Symk (Fi)
muni indifférentement de laction naturelle de GLo(F,), de K = GLy(Z,) (par
composition via K — GLa(F,) a partir de I action de GL2(Fy)), ou de KQJ
(en faisant agir p par Uidentité).

Bien siir, ceci nous permet de disposer de toutes les représentations irréductibles
lisses de K F'*, avec action triviale de wp. Mais, dans le cas ' = Q,, on peut
étre plus explicite. Rappellons que la théorie de corps de classe local donne
une injection ¢ : QF — G% (ot G, = Cal(Q,/Q,) et G4b dénote I'abelianisé
topologique de Gp).

Lemme 5.2 Soit € : ng — Z, le caractere cyclotomique p-adique. Alors,
€|Z;< =idyx et e(p) =1.

Preuve : Omissis (cf. [1], lemme 4.2.1).4
Notons w la réduction mod p du morphisme e o : Q — Z;. Si o est une
représentation lisse de K = GL2(Z,), on vérifie aussitdt que
! !
oc®det =0 ®w

(on a fixé un plongement F, — Fp, pour donner un sens au produit tensoriel
plus haut).
Voici la conclusion :

Proposition 5.2 Soit F' = Q,. Les représentations irréductibles lisses de K F'*
(sur F,, de dimension finie) avec action triviale de wr sont précisement

g; ®FP wm
pouri€{0,...,p—1}, me {0,...,p—2}.

Preuve : Vue plus haut.
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5.2 L’énoncé du lemme

Dans la suite, on se propose de démontrer le résultat suivant, di a Breuil

(cf. [2]) :

Lemme 5.3 (Breuil) Soit k€ {p+2,...,2p}.
i) St k=p+2, on a une suite exacte de représentations de KZ :

0 — o —  0op — 0p ® (wodet) — 0
(X,Y) — (X?,YP)
XPTYE o (1)L R XYL S £ 0,p
sinon.

i) Sip+3 <k <2p, ona une suile exacte de représentations de KZ :

0 — op_3-p @ (wodet)®or_1_p o18¢2 Oh_2 &, O2p—k ® (W1 Podet) — 0

ou

(D () X Ty R ik -1 - p<i<p -1

0 sinon

w(Xk—Q—iyi) _ {

d)l(Xk—Sfpfiyi) - xk-3-iyl+i  xk—2-p—iypti
si0<i<k—p—3;

et

g (XF1Piy ity = (<k - p))‘1(<k ; 2) xXk-2-tyi 4 ( k2 ) Xh-1mpmiyp-iti

) p—1+4+1
si0<i<k—1-p

La preuve est tres calculatoire, et sera découpée en morceaux dans le para-
graphe §5.3. Commencgons par quelques résultats préliminaire.

Lemme 5.4 On a les relations suivantes modulo p.
i) Soitp<i<2p—2,0<j<i. Alors (;) =0ssit+1—-p<j<p-—1.
i) (5) = (") = (01 pourp—1>i>1,0< 5 <i.
iii) (717) = () pouri>0,0<j <i.
iv) (H'p) = (;) pour i >0,1>3j>0.

Preuve : i) Considérons (;) = ],lil,, et on note que v,(¢!) = 1.

Sij <i+l—p,alorsv,(j!)=0( <p-1),etv,((i—5))=12p—1>i—35>p);
sip<j<i,onauvy,(jl)=1etv,((i—75)!)=0.
Sii+1—-p<j<p—1,onauv(j)=0etuv((i—75)!) =0.
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i1) a l’aide de i), un calcul direct montre le résultat pour ¢ = j et pour j = 0,7 >
1; de plus, la formule est vraie pour ¢ = 1 = j. Pour les autres cas, on peut

- . ~ N . 1 1
donc utiliser une récurrence double, grace a la relatlon‘ (M) = (mn )+ (7))
i11) Les cas ¢ = j sont immédiats, et pour j = 0 on a (l‘;p) = % =1
On peut donc utiliser un argument de récurrence double pour conclure.

iv) Sii >0, on a

(i+p)! _(itp)-(itp-1...(i+tp—it+1)-p! il
(i+p—3) (+p—j)...(i+p—j—(—7)+1pl — (@—j

ce qui permet de conclure. f

Rappelons que I; désigne le sous groupe d’Iwahori de K, défini comme les
matrices de K qui sont unipotentes modulo p; on a alors le résultat élémentaire
suivant :

Lemme 5.5 Soit 0 une représentation lisse de KZ sur E). Si ol est de di-
mension 1 sur F,, et engendre o en tant que KZ-représentation, alors o est
irréductible.

Preuve : Soit 0 # ¢’ < ¢ une sous-représentation. D’apres la proposition 5.1,
comme I; est un pro-p-groupe, on a ¢’’* # 0. Enfin, comme ¢/t est de dimension
1 sur Fp et engendre o, on en déduit que ¢’ = o.

5.3 La preuve du lemme

Soit p+ 2 < k < 2p, et considérons le sous E;—espace vectoriel o de o;_o
engendré par :

def /v k—2 yk—3 k—2 Ivhe 1_ov k—2 k=3 v k—2
o= (X" XYY, L XPY R TR Xpmlyk—lop o X R lmpy e L XRTETPY P XY TR YT )R
P
ol la notation X*-2-1Y signifie que l'on a enlevé 1’élément X*~271Y? du
systeme de générateurs de o.
Lemme 5.6 Le sous-espace o < op_o est une sous-K Z-représentation de op_so.

Preuve : Il s’agit de vérifier que o est stable sous I'action de KZ. On va donc
étudier

def|:a b

9=y ] XFTETOY Y = (aX +eY)FTE(bX + dY)?

avec g € KZ, et 0 < a <k—2—poubien p < a<k—2(<2p—2). Pour fixer
les idées, supposons que p < a < k — 2 (I’autre cas est identique) ; considérons

(bX +dY)* =3 (j‘) (bX)F=2-2=i(qy)i.

«
=0

o1



Sip§a§2p—2eta—p+1§i§p—l,alors(oi‘)EO;donc
P o . . @ o . .
bX +dY)* = bX ) (dY)! bX)*'(dY)".
ox vy =3 (§Joxrant+ 3 7)o

On voit aussitot que le degré en Y des monomes qui apparaissent dans le
développement de g-X*=27 est dans {0,1,...,k—2—p,p,...,k—2}. 1

Considérons la représentation quotient du groupe KZ

Op—o/o = (XP=1Yh—1-p  Xk-l-pypr-1)- 1,

P

Lemme 5.7 Le sous espace I, -invariant de o,_2/c est

(0hoz/0) = (XPIVF P T)y |

P

Preuve : Soit 0 <1< 2p — k. Etudions

k—1—p+1
Lz Xp-1-lyk—1-p+tl — xp-I-1 Z k—=1-—p+l1 (mX)H-k—p—l—jyj
0 1 ; J
7=0
k—1—p+l
- e e g
i=k—1—p J
(e N)
Soit (Ao, - -+ Agp—k) un (2p—k+1)(-uplet d’éléments de F,, qui définit un élément
Ij-invariant de oj_2/0. On a
1 2p—k 2p—k
. “Ilyk—1-ptl — 1y k—1-p+l
[0 1} ZAlXp Y ”*—ZAZXP Y Pt
1=0 1=0
ce qui donne (d’aprés un réordonnement des indices)
2p—k 2p—k 2p—k
Z Xp—1-jYyi+l-1-p Z jih1—pi\ = Z N XP—1-lyk=1-p+l,
7=0 =3 =0

En posant O/i,l < Ok—1—p+i,l, on trouve que le 2k — p + 1-uplet A définit un
vecteur I-stable ssi A est valeur propre de la matrice

/ / /
Qpo Qo1 - ®p.2p—k
/ /
0 a3y - O 9p—k
/
0 0 cee Qg g g

Lcomme d’habitude, si v € ox_3, on note ¥ € o_o /0 sa réduction modulo o.
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On a alors que o ; = 1 pour tout / = 0,...2p—k. De plus, aj ;. ; = (k—p+1)z # 0
sik<2p,x#0,et0<1<2p—k—1(si k=2palors oy_2/0 est de dimension
1 sur Fp, et il n’y a rien & prouver).

On conclut que la matrice précédente posséde une unique valeur propre (égale a
1) et que I’espace propre correspondant est de dimension 1. Il suit que (o_2/0)t
est de dimension 1 sur F, et est engendré par XP~1Yk-p-1_ 4

Lemme 5.8 La KZ-représentation oy_o/0 est cyclique, engendrée par XP~1Yk—p—1,

Preuve : Notons d’abord que

k—2

e b "~ 1~ -1 . 1 =1 0 =,
g Lof [ (cl g } Xp-1yk—p-1 — Zrij’f—2—JYJ
j=0
ol
def 4 def 1 . aet (k—p—1 k—1 e
% EY aiiBy o E (e Iy g < J >b e
i=0
En particulier, pour € IF),, on obtient :
p—1
Lo | ey = el
0 1 j

j=k—1-p

et (k_}_p) # 0 dans F,, dans ce contexte. En posant v; = (k_g?_l)X’“*Q*ij, on
voit que la sous-représentation de ox_s/0 engendrée par XP~1Y*=P—1 contient
des éléments de la forme

2p—k

{> 2vjinrp, € Fy )
=0

Une telle famille contient bien une E,—base de of_2/0, grace & des considérations
de type “Van der Monde”.

D’apres le lemme 5.5, 0;,_2/0 est une représentation irréductible de KZ (de
dimension 2p — k4 1) avec action triviale de p; donc, d’aprés la proposition 5.2,
isomorphe a o2p_j, ® w! o det pour 0 < I < p— 1. Pour déterminer I’entier { on
utilise un procédé identique a la preuve du lemme 4.2. En d’autre termes, un
isomorphisme

0']@,2/(7 5 Oop—k ®wl o det

induit un isomorphisme de H-représentations (ox_2/0)t = (0a,_j ® w! o det)t
ol

o 1 0
HE{ge KZtq.g= [ 0 o ] mod(p) Iz € F,}.

93



Comme on connait déja (og_o/0)t = (XP=1Yk=P=1) (0q, @ w! o det)t =
(X?2r=F) on conclut facilement que | =k — 1 — p.

Dans la suite, on s’intéresse a une écriture explicite du morphisme oj_o —
O2p—k ® wWFT17P o det donnée par

Ok—2

i wk

O—2/0 ——> 09yt @ WF 1P o det.

Lemme 5.9 Le morphisme R,-linéaire Y Og—g — Oop_f @ wh=1=P o det est
donné par :

—1i —k —1—4 _ i . .
(=1)* (p+21pfl<;+i)Xp Ty PRt ik -1 —p<i<p-1

0 sinon.

¢(Xk72fiyi) _ {

.y 1
Preuve : Considérons X* 27%Y"? € gj,_o pour k—1—p < i < p—1let [ 0 2 } S

K avec d € F,, racine primitive (p — 1)-iéme de I'unité. Donc

2p—k
xk-2-iyi Z)\jXZp—k—jyj

=0

avec A\; € [, non tous nuls. Comme on a un morphisme de représentations, on
déduit facilement :

2p—k 2p—k
Ay NXPTRRIYT = @it N\ dl XTIy
§=0 j=0

Comme les \; ne sont pas tous nuls, on conclut que A; = 0 pour tout indice j
sauf un et un seul, disons jo, avec la propriété que d?otk—1-r = 4’
Il suit aussitot que I'on a un morphisme

Op—2 — O2p_ ® WP o det
Xk—?—iyi — C(i7 k,)Xp—l—iyp+1—k+i

avec c(i,k) € Fp, c(i,k) =0si0<i<k—-1—-poup—1<i<Fk-—2 De

plus, quitte a multiplier le morphisme pour une constante, on peut supposer
c¢(k—1—p, k) = 1. Afin de chercher la valeur de la constante ¢(i, k), considérons

{ a b } xXP-lyk—p—1

c d
p-l 2p—k
(i, ) XPTIIY PRI = N e k= p = LR XY
Jj=k—p—1 =0
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ol les y; sont définis comme dans la preuve du lemme 5.8. Comme

a b 2p—k k—1—p e 2p—k 2p—k—j . v2p—k—jvi
e d X = (ad — bc) Z i a dX Y7
§=0

une comparaison donne donc

2p—k o
C(i, k)'% = (Z B kp+ e 1> ap—l—zcz—k+p+1(ad _ bc)k_l_p_

K3

. pfl —4 2p*k' i k—1—
]{J ? = 7’71 p.
(i )( Z. ) (Z._,Hpﬂ)z (—1)h1,

comme (P;') = (—1)"mod (p) si 0 < i < p— 1, on en déduit

c(i k) = ( 2p =k )(—1)’f—1—P—i.

i—k+p+1

Si on prend la matrice { T (1) } (xeFp),onay = (p_.l)x’i et

On a finalement trouvé le résultat suivant : la suite de représentations sui-
vante est exacte

0 o Ok—2 Oop—k Q@ wkF=17P o det ——= 0

Xk—2—iyz‘ — C(i, k)prlfiypkarlJri

avec c(i, k) = (—l)k_i_p_l(pff:ik_k) sik—1-p<i<p-—1,c(ik) =0 sinon.

Si, de plus, kK = p + 2, on voit aussitot que o = (XP, Y”}E et le morphisme
FX,Y]} — o
X - XP
Y — YP

est bien un isomorphisme de K Z-représentations.

Venons a la deuxieme partie du résultat annoncé, c’est-a-dire la décomposition
de la représentation o en deux composantes irréductibles. Dorénavant, on sup-
pose k > p+ 3.

Considérons la sous- K Z-représentation 1 de o engendrée par X*=3Y — XF~2-py P,

99



Lemme 5.10 La sous-représentation n est décrite par :

n= <'Ui d:f"ka—Q—iyi _ Xk—l—p—iyp—1+i , 1<i< k—92_— p>?p

Preuve : Considérons g = [ Z Z } € GLy(F,); il s’agit d’étudier

qg- (Xk—3Y _ Xk—Z—pyp) _
E—3 E—3 o o
( ( , >ak3JcJXk3JYJ)(bX +dY) — (5.1)
=0~
k—2—p _9_
Z ( ) ak =371 Xk=27P=IYT) (b XP + dY'P).
Jj=

A Taide du lemme 5.4, on voit aussitot que :

k—3

> <k B 3) ab 3 XY =
P J
J=
—p—3 k—3—p k
Z ( > k8o xk-3-ayd 3 < _?f_p>ak—4cj+1Xk—3—j—pyj+p.
J
j=0 Jj=0

Maintenant, en développant (5.1), et en regroupant les puissances convenables
de Xk=2-0yJ et Xk=270-PYi+P (avec j € {0,...,k — 2 — p}) on obtient
k—p—2 k—p—3
Z Xk_Q_ijak_g_jcj_laj + Z Xk_2_j_ij+pak_4_jcj6j
Jj=1 7=0
def

ol aj = (k;S)cb—&— (];:i)’)ad — (k f P)cb et 3 of (k j P)eb + (k 3 P)ad —
(k_i_p)ad.
A Taide du 5.4-iv) on vérifie alors que a; = (];:f) det(g) et 85 = —(k;?’) det(g)
d’out (sia #0) :

k-

2—p
k—3
k—3 k—2— aF—4 1 ]
g- X"V - X PYP) = det(yg jEZl ] (j_1>v]

ol v; = Xk-2-7yJ — xk=1=p=iyP=14J La conclusion découle alors utilisant
un argument “a la Van der Monde” : il suffit de disposer de p — 2 éléments non
nuls a~'c € F,, et remarquer le fait que Hk 2-p ( ) #0. ¢

Lemme 5.11 Le sous-espace I1-invariant de n est donné par

7711 — <Xk—3Y _ Xk_Q_pr>?p
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. —2— N def —_9_4 ; 1 —p—1 — '
Preuve : Soit Zle P v € plt, ot vy & XF—27yt . Xholopmiyp—14d

Un calcul direct donne

1 z N R ety p—14+4d\ ._. o
{0 . :|.vi—z<'>x1JXk2JYJ Z ( _ >mZJXk2JYJ_

=0 M i=0 J

J

= i=p J

7 . 7 . p—1+41 .
_ O\ iy k—2—jyi _ P=1+0\ i jk2-jyi p—1+1
el Sl G E s s EE Dl (s
j=1

Gréce au lemme 5.4-ii), on a

k—2—p k—2—p k—2—p

[é f}'EZ'MWZ du Y Ay
i=1 i=j

j=1

p—1+12

p—1+4j

on conclut que 7711 = <Ul>F . ﬁ
P

avec o j = ( )x"ﬂ ; alors, avec les mémes arguments que pour (oy_s/0)’1,

Comme précédemment, la représentation n est irréductible (de dimension
k—2—p) et donc isomorphe & oj_3_p, ® w!odet pour 0 < < p—1 convenable.
Exactement avec la méme technique utilisée pour op_s/c, on trouve que I = 1.

Lemme 5.12 L’%somorphisme E,-linéaire P11 Op—3—p ® whodet — op_o est
donné par :

k—3—p—iyriy _ yk—3—iyl4+i _ yk—2—p—iypti
o1 (X Yh=X Y X yrT,
pour 0 <i<k—p-—3.

Preuve : Etudions
n :> O'k_g_p X w o det;
. k—3—p k—3—p—ivrj =
pour fixer les idées, v; — ijo A X P=IY7J avec A; € Fp, non tous nuls.

1
En faisant agir {

0 d } sur v; (oud € Fp), on déduit (comme vu pour o_2/0)

que
v; > c(i, k) Xk2mpiy it

ot ¢(i, k) € F,.
Pour déterminer la valeur de la constante c(i, k), étudions

1 0 _
r 1 U=
k

i=0 i=p i=0

o7

k—3—p k—3 —2—p
k—3\ . - k-3\ - k—2-p
ZXk—S—’Ly’L+1 ZXk—S—ly’L+l _

)aﬁ—j)(k—Q—jyﬁ.

) xiXk—Q—p—iyi—‘rp;



en réarrangeant les indices, on obtient enfin

k—2—p k—2-p
Z k=3 g1 xk—2=iyitl _ Z ( k=2-p _ k—3 )mi—le—l—p—iyp—l-‘ri_
i—1 pt i—1 1+p—2

i=1

Grace au lemme 5.4 on voit que

(207 (0, 2) = (o)) moa

ce qui permet d’en déduire que

10 g PSP k-3
|: :| vy Z <Z_1> i— lc(i,k)kazfpfiYFl: Z ( . >xic(i+1’k)Xk3p+iyi.

z 1 ;
=0

Par ailleurs

k—3—p

10 k3 k=3=D\ ivk-3-p_ivi
Xk=3-p — i xk—3—p—iyi

=0

et donc, par identificaiton des coefficients

(kl_,3>xic(i+1,k) = (k_j’_p>xi.

Comme (kzg) = (k_‘:?_p) (encore une fois, grace au lemme 5.4), on conclut que
c(i,k)=1pour tout i =1,...,k—2—p. §

Etudions la sous K Z-représentation ¢ de o engendrée par X+ 2.

Lemme 5.13 La sous-K G-représentation € de o engendrée par X*~2 est décrite

par
§=(w;,0<j<k—1-p)

ot l'on pose w; = (k Q)Xk 2- 7Y7-|-(p 1+])X’“ l—p—jyi+p—1

Preuve : Un calcul direct donne

k—2

[a b}.Xk-—2:kzljp(k_2> k—2—j.J xk—2- Iy 4 Z (k 2) k=2—j . xk—2-5yi _
c d =0 J j=p—1 J
k—1 k—1
— Zp< > k=2—j i xk—2-3yJ Zp< k-2 ‘)ak2jchk1jpyj+1p_
Jj=0 Jj= P14y
k—1—p
= ak=2- jbjwj,
j=0
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N def — _9_4 5 — —1l—p—1 5 — ~ N
ot I'on pose w; = (kj2)Xk 2-1yT 4 (pflij)Xk L=p=jyJi+P=1 Grace & un

argument “ a la Van der Monde”, on conclut que

§=(w;, 0<j<k—-1-p)

Lemme 5.14 Les sous K Z-représentations £,m de oo sont disjointes : nNE =

{0}

def —_9_4 ; def —_p—1—13 — ;
Preuve : Posons a; = XF271Y? b, = Xk-p-1-iyp-1+i_de telle sorte que
) foupt o (k=2y k=2 \5 . k=2—py . _
102 Iieut écrire v; = a; — by, wj = ( ; )aj + (p71+j)bj ; prenons y .U \u; =
Yoo P ;w; dans n N €. Une vérification immédiate donne :

k—2
=0=tip_1-p N=pwm(*H N=-—w .
110 [th—1—p i ("7 “(p—1+z')

D’apres la relation (kf) + (pﬁziz)

plus en bas) et le fait que (kﬁ*p) = 0mod(p), on conclut que p; = 0 pour
i=1,...,k—2—p.
La vérification de la relation

k—2 k—2 k—1-—p k=p+3,...,2p
= d
( i >+<p—1+z‘) ( i )mo ) {i=07...7k—1—p

vient encore une fois d’une récurrence double : les cas “de base” k = p + 3,
i = 0,1,2 peuvent étre vérifiés & la main; le cas ¢ = 0 et k arbitraire est

(k_ll._p) mod(p) (dont la vérification est

aussi immédiat, et on utilise enfin une récurrence sur k, 7, grace a la relation
a\ _ (a—1 a—1
(5) = (") + (o) 8

On va vérifier que £/t = (Xk’2>Fp. Commengons par un calcul.

Lot ) (o) () meaw

Preuve : Lescas j=k—1—p,i=k—1—peti=jsont des vérifications a
la main, via le lemme 5.4. Dans la suite, on suppose i,j < k — 1 — p.
Un calcul donne
k—2 —14d\ _ (k=2\( k—2—j .
') (p—l—',—i) (p 7 l) - ( 7 )(p—l—i—iij)’

o 50 =G50

Lemme 5.15 On a la relation

(N [ 1) 3 P [ Gy |

pourp+3<k<2p, 0<i1<k—-1—p,0<j5<1.
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Il suit que la relation & vérifier est

() ()

Encore, d’apres

( k—2 )(p—l—i—i)_( k-2 )(k—l—p—j)
p—1+i)\p—1+35) \p—1+j i—j ’

on est donc ramené & monter que

k—1-p—35\ [ k—2—j k—2—3j
( i )‘(p—1+i—j)+(k—2—z‘ wod®)

pour p+3<k<2p,0<i<k—-1—-p,0<j<i,0<j<k—-1—p.
D’apres le lemme 5.4, on a

(b47) = () motr

et, comme ) <k—1—pj<i,ona

k—2—j k—2—j—p
= d(p).
(p—1+i—j> ( i—1-j >m0 (7)

De méme, d’apres j <k—1—peti<k—1—p,ona

k—2-35\ _ (k—2—j—p
k—2—i) " i—j '

k=1-p—j\_(k=2-j—p\k-1-p—j
i—3j N i—3j k—1—p—i’

Il s’agit alors de voir que

(k—z—j—p>k—1—p—j (k—z—j—p) (k—z—j—p>
. — = . + . ;
1—J k—1—p—1 i—7—1 1—J

mais
k=2—j—-p\_(k=2—-j—p i—J
i—j—1 ) i—3j k—1—p—i

et la conclusion est achevée. f

k—2
—1—j .
(p1+9p j mod(p)

Enfin, on a

Lemme 5.16 Le sous espace Ii-invariant de & est €1t = <Xk72>ﬁp.
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Preuve : Soit v = Y0 7P Nw; € €0 ot w; & (P xk-2miyig (F2 ) X lmpiypo i

i p—14i
étudions
i . p—1+i )
1 =z cwy = k—2 Z 1 (Eiink727ij+ k—2 Z p—1+l Iiink727ij.
0 1 i )=\ p-1+i) & j

On a Zé_n;éﬂ (p*]}Jri)xi—ij'—Z—jyj - E;:o (P*;Jri)xi—ij—Q—jyj_i_E?;;i‘i (p*;+i)xi—ij—2—jyj

et un changement d’indice dans le deuxieme terme de la somme permet alors
d’écrire :

[0 7] gern() ()4 (537 e

‘ k1w i o[ P—1—1 k—2
+ I xk=1-p—jyp 1+J< )( )
Z p—1+j)\p—1+1

J=0

Sij#0,k—1—p,alors ( k2 )(k;2) # 0 dans F,, ce qui permet d’avoir

p—1+j
7 o . ) _9 . _9 _1 .
fo—ﬂx’“*—ﬂw[(k_ )(Z)Jr( k _>(p .H)]Jr
o i J p—1+1 J
7 .
+Zw”X’“HYP1+J’<p_1_Z)( -2 ):
= p—1+35/\p—1+1

=Y Xk iy (k B 2) o+ X“PJ’YP1+J‘< b2 ) tay =
= J p—1+7

j=1
i
_ P i P
—g wix" o
j=1

avec o = (plifH) (gjﬁ) ((pf;ij))_l. D’autre part, la situation pour j = 0 est

donnée par

ok —2 k—2 .
Xhk=2y = woz' e
“[( i )*(p—uz‘)] Horan
ou ;9 = [(k72) + (p’:iv)] Pour j = k — 1 — p, on retrouve Y*72 d’on

Ok 1—pk—1-p = 1.
Par conséquent,

196.1}_1C
0 1 o

P k—1—p k—1—p

—1—

. =J N — gy
g w; oA = E Ajw;
. . =0

j=0 i=j



et donc le (k — p)-uplet (Ao, ..., Ak—1-p) est un vecteur propre de la matrice

k—1—

@p,0 Q1,0 ... Qg _—1—p,0T p
k—2—

0 g1 - O —1—p,1T p
0 0 cee Qf—1—p,k—1—p-

On vérifie que o;; = 1 : on a un seul valeur propre, égal a 1. De plus, on a
it1; =k —1—p—i7# 0mod(p) pour 0 < i <k —2—p ce qui montre que
I’espace propre associé a 1 est de dimension 1. On conclut que ¢t = (X*=2), ¢

Comme précédemment, le fait que £t = (X*~2); montre que £ est irréductible
et donc isomorphe a o1 ®@w'odet pour un I € {0, ...,k —3—p} convenable.
Avec le procédé déja vu pour oy_o/0, on déduit que I = 0.

Lemme 5.17 Le morphisme ¢2 : 0_1—p — 0)—2 est décrit par :
i ri k—1-p k—2 k—2 PP
)(k 1—p Tyl — )(k 2— zyn )(k 1-p iy 1+14
ool =T (") R )
par0<i:<k—1-—p

Preuve : Considérons :

~

E — Ok—1—p
w; ok, i) XFTPoiyd
avec c(k,i) € F, convenable. On peut supposer c(k,0) = 1. Pour déterminer
c(k, 1) on utilise le procédé habituel :

-p k—1—p

k—1 1—
{Z Z}-Xk_Qz Z ak_Q_jcjwj — Z ab—2— chck j)Xk Ll=p=jyJ
=0 7=0

<.

et
k—

a b
XFk=1-p
]

1-p
Z ak—1-p—J J(k_l._p)Xk—l—p—jyj
J

=0

ce qui permet de conclure que c¢(k, j) = (’C_;_p). i

5.4 Vers une généralisation

On aimerait comprendre la décomposition de la représentation oy, en représentations
irréductibles lorsque k > 2p — 1, et pour cela, on va utiliser un résultat qui ap-
parait dans l’article de Glover [8].
On commence par définir le sous-ensemble

N = {g € My(F,) t.q. det(g) = 0} C Ma(F,);
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ensuite, posons
(Fo[X, Y], ) = {v € F[X,Y]" | t.q.n-v = Opourtoutn € N}.

Lemme 5.18 (Glover) Soit m > p+ 1. Alors, on a un isomorphisme de F,,-
espaces vectoriels (Fp[X,Y]" _)* = (XPY - XYP)F,[X, Y]}
phisme de K Z-représentations (XPY — XYP)F,[X,Y]"

m—2—p; €L un tsomor-

m—2—p = Om—2-p@wodet.

def a b

Preuve : Soit t = { . d ] € GL3(F,) ; un calcul donne

t(XPY — XYP) = det(t)(XPY — XYP),

ce qui permet de conclure que :
— les K Z-représentations wodet et <X”Y—XYP>E) < 0p41 sont isomorphes ;
— que (XPY —XYP)F,[X, Y]l ,estunsous Fy-espace vectoriel de (F,[X, Y]k, _1)*;
— les K Z-représentations (XPY — XYP)F,[X,Y]h et o p_2 @wodet
sont isomorphes.

Il ne reste qu’a montrer 1'égalité (XPY —XYP)F, (X, Y|! _ = (F,[X, Y] _1)",

et pour cela, il suffit d’établir 'inégalité dimy (F,[X, Y] _, /(F,[X, ]m 1)) >

p+2.

Ceci est une vérification a la main : on va montrer que { X™ =1, X2y, ... Xm—P-lyPly

{y™=1} est une famille F,-libre dans le quotient (F,[X, Y] _, /(F,[X, Y]m D).

def

Supposons donc w = P71 ¢, X1y 4 g, YL € (F,[X, Y]E,_,)*, avec les
a; € ]F non tous nuls. Un calcul immédiat donne :

0 0 B 10 i
[0 0 gt [ 0]

ce qui implique ag = a, = 0. Soit n € {1,...,p — 1} le plus petit entier tel que
a, # 0; comme

-1
1 b _ 1n—1p 7
[0 O}_X ;azb

on en déduit Y P~ azbz = 0. Comme ceci est vrai pour tout b € Fy, on trouve :
p—1 p—1
A D IR DD D
beFy i=n+1 i=n+1  beF;

1—n

Mais cela conduit a une contradiction, dés que 1 <i—n < p—2d’olt . b =
p
Opourtouti=n+1,...,p— 114

A l'aide du lemme 5.18 on montre la
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Proposition 5.3 (Glover) Soit m > 2p. Ecrivons m = k+j(p—1), avecj >0
etp+1<k<2p—1. Alors, on a un isomorphisme de K Z-représentations

Om—-1/(Om—p—2 @wodet) = op_1/(0k—p_2 @ w o det).
Preuve : Définissons le morphisme E,—linéaire :

Yiopg—1 — Om—1
: ; Xmoktiyh=i=l o sig > 1
lekflfl =
-~ { ym-1 sii = 0.
D’abord, notons que (X XY =27%) = X"k (X X1Y*=27%) et que (YF 1) =
ym=kyk=1 D’apres le lemme 5.18 on a un isomorphisme de K Z-modules oj,_; ®
wodet = (XPY — XYP)F,[X,Y]}_, , et la caractérisation de ce sous F-espace
de F,[X,Y]? | en termes de I'ensemble N introduit précédemment (idem par
rapport a o, —p—2 ® w o det).
On a donc que
V(XPY = XYP)F, (X, Y]}, o) = (XPY —XYP) X" F,[X, Y]} _,_» < (XPY—XYP)F,[X,Y])

m—p—2
. ) . e . = .
ce qui permet d’avoir une factorisation de IF,-espaces vectoriels

= ¥
FplX, Yk, FplX, Y15

i

Fpl X, Yy /(B[ X YR 1) ”E = Fp [ X, Y5 /(B[ X YT )"

Le morphisme 1 est surjective ; en effet, on a vu dans le lemme 5.18 qu’une base
deF [ X, Y] _ /(Fp[X, Y] _1)* est donnée par { X™—1, Xm=2y Xm-l-pyp ym-1} =
{p(Xk=1), ... p(YE=1)}. Comme les espace quotients F,[X, Y] 1/( X YR )
et F[X, Y}m 1/ (F,[X, YR _1)* ont méme dimension, on conclut que 1 est un
isomorphisme.
Il ne reste qu’a montrer que le morphisme v est GLo (F,)-équivariant. Cela re-
vient & dire que ¥(g-u) — g-p(u) € (Fp[X,Y]: _1)* pour tout g € GLa(F,),
u € Fp[X, Y] . D’apres la caractérisation de l'espace (F,[X, Y], _;)*, cela est
équivalent & demander que t-(¢(g-u) — g-tb(u)) = 0 pour tout t € N. Comme
toutes les actions sont ]F -linéaires, il suffit de montrer 1’égalité précédente
séparément pour u € XF, [X i et u=Ykr L

Ecrivons g-u = Xug + aY*" ! avec ug € F,[X,Y]!_,; a € F,. Soit t € N,
t #0; donc tF,[X, Y]l = (v v)g, Pour un v € F,[X, Y]\ {0} convenable, ce qui

donne, pour r > 1, t-F,[X, Y]'_; = (v""")5,; dés que

(XYY = (X))t Y)R
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Ecrivons t-X = bv; tY = cv; t-(¢-X) = dv; t-(gug) = evb 2 tuy = fob—2
pour des scalaires b, c,d, e, f, € Fp.
i) Soit u = Xu; avec u; € Fp[X, Y] . Alors, on a :

t-(gu) = (t-(g-X))(t-(gwr)) = dev™ ™"
et
t-(gu) = t-(Xug + aY* 1) = (bf + act~1)o*~!
ce qui implique, dés que k = mmod(p — 1), que de = bf +a™~ 1. On a de plus :

t((gw) = t-((Xug + aV*1)) = (X F(Xug + a¥™ 1)) = (" F1f 4 ac™ o
t(gz/J(u)) = t'(g'(mek(Xul))) — d" Fdey™1

et on conclut, encore grace a la congruence k = mmod(p — 1).

i1) Soit u = Y*=1. Eerivons, de plus, t-(g-u) = lv avec [ € F,. On a t-(g-u) =
IF=tpk=1 et t-(gu) = t-(Xug + aY* 1) = (bf + ack=1)o*=1 don bf +ac™ ! =
¢™ . Enfin, on a

t-(Pp(gu)) = t-(Y(Xug + aY* 1)) = t-(X™F Xug + aY™ ) = (0™ KL f 4 g™ L)pm !
t-(g(u) = t-(gY™ ) =1 tym!

et on conclut.f

5.5 Conclusion

On va résumer ce que l'on sait & ce point sur les facteurs de o.
i) Si k = p, on a une suite exacte de K Z-représentations (irréductibles)

0— 01— 0p — 0p_2 @ (wodet) — 0.
ii) Sip+1<k<2p—2ona
0— (Ok—1-p Qwodet) B opp1-p — Ok — T2p_2—k Q@ wFodet — 0

iii) Sik >2p—1, écrivons k = ko +j(p—1) avec p < kg < 2p — 2 (Pécriture
étant unique) ; on obtient

01/ (Ok—p—1 @wodet) = o, /(Oke—p—1 ®w o det).

Notre but est de trouver une généralisation du i) dans le cas k > 2p—1; le
premier pas consiste & trouver les facteurs de Jordan-Holder de la représentation
Ok.
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Cela vient d’une récurrence finie; en effet, écrivons k = ko + j(p — 1). D’apres
la proposition 5.3, on a une suite exacte

0 — Op_(pt1) ®wodet — o — Ony/(Thy—(pt1) @ w o det) — 0;

et les facteurs de Jordan-Hélder de o, /(0% —(pt+1) ® w o det) sont op,11-p et
Oop—2—ko & wkot1=P o det, connus (lemme 5.3).

De plus, les facteurs de o, _ (1) ®@wodet sont les représentations M @wodet avec
M facteur de oj,_ (1) : en effet, e@wodet est un foncteur exact, et M @wodet
est irréductible des que M est irréductible et w o det est de dimension 1.

Par une récurrence finie, on obtient le résultat suivant

Proposition 5.4 Soientk >2p—1, n Zmax{le N t.q. k—n(p+1)>p}
def

etk=k—n(p+1).

Alors, les facteurs de Jordan-Hélder de la représentation oy sont les 2(n + 1)

facteurs de la forme

Oa;+1—p @ w’ odet; O2p—2—a; DwW +i

pour0 < j<mn,ota; €{p,...,2p—2} est défini par la condition k—j(p+1) =
oy mod(p—1) ; si k # p, il faut ajouter le facteur o,_ (1) @ W o det a cette
luste.

Preuve : Vue plus haut.f

Voyons le cas p = 2. Alors (lemmes 4.2 et 4.3) les seules représentations
irréductibles de GLy(F,) sont o1 et le caractére trivial triv. Soient n, k comme
dans la proposition 5.4. On a a; = 2 pour tout j € {0,...,n} (notations de la
proposition 5.4) et on a

-) n facteurs de la forme oy ;

-) n facteurs de la forme triv;

-) un autre facteur de la forme oy (resp. triv) si k—3 =1 (resp. si k—3 = 0).

Considérons le probleme suivant : soient « € {0,...,p—1} et jo € {0,...,p—
2}; quelle est la multiplicité du poids o, ® w? en tant que facteur de oy, ?

D’abord, il s’agit de compter les j € {0,...,n} tels que I'on ait o, ®@ wio =
Oa;+1—p ® w’ i.e. étudier
) j =jomod(p—1)
€ {0,..., tel 5.2
Je 0 n) tesaue { 22RO (52)

Notons que le systeéme (5.2) la condition nécessaire k — 2jp — o = Omod(p — 1).
Fixons j € {0,...,n} avec j = jomod(p—1). Sia+ (p—1) € {p,...,2p — 2},
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on a alors aj = a+ (p— 1) (dés que a + (p — 1) = k — 2jmod(p — 1)). Dans ce
cas on a trouvé

n—Jo
p—1

Card({O,...,n}ﬂ{j0+l(p—1),leN}):[ ]+1
facteurs.
Sia+(p+1) ¢ {p,...,2p—2} alors a = 0 et le systeme (5.2) n’a pas de solution.

Il faut maintenant compter les 5{0,...,n} tels que o, ® W0 = O2p—2-—a; @
Wt cest-a-dire :

at+a;=2(p—1)

) . 5.3
Jjo = oy + jmod(p —1). (53)

je€{0,...,n} tels que {
Prenons d’abord j € {0,...,n} avec j = jo+amod(p—1). D’apres les conditions
a; = k—2jmod(p—1) et a+a; = 0mod(p—1) on retrouve la condition nécessaire
k—2jo—a=0mod(p—1).
Si2(p—1)—ae{p,...,2p—2} alors a; =2(p— 1) — a, dés que

2jo—k+a

20p—1) —a =k —2jy — 2
(p—1) -« jo — 2+ ( P

+2)(p—1)=k—2jmod(p — 1).

Donc, dans ce cas, on a trouvé autres

. — (1 +
Card({0,...,n} N {(jo+a)o+1(p—1), € N}) = {W] 1
facteurs, ot (jo + a)o € {0,...,p — 2} est déterminé par la condition jy + o =

(Jo + @)omod(p — 1).
Sienfin 2(p—1) —a ¢ {p,...,2p — 2}, alors & = p — 1 et le systeme (5.3) n’a
pas de soluion.

On résume ces résultats dans la

Proposition 5.5 Soient o« € {0,...,p—1}, 5o € {0,....,.p—2} et k >2p—1
des entiers, K défini comme dans la proposition 5.4. Définissons :
0sik—2jp—a#0mod(p—1);

|nie] 41 [meliotede] 4

p—1

m(k, a,jo) < _Sik‘—Qjo—aEOmod(p—l), a¢{0,p—1};
% +1sik—2jp—a=0mod(p—1), a=0;
n—Jjo

| +1sik—2jo—a=0mod(p—1),a=p—1.

(ot (jo + a)o € {0,...,p — 2} est défini par la condition jo + o = (jo +
a)omod(p —1)).
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St Op—1-p ® w2 g, @ wio, alors le nombre des facteurs de Jordan-Hélder
de o isomorphes d oo ® wio est m(k, a, jo)-
St Op—1-p ® Wt 2~ 5, ® w0, alors le nombre des facteurs de Jordan-Holder
de oy, isomorphes d 0, ® w?® est m(k, , jo) + 1.
Exemple 5.1 On déttaille, a 'aide du procédé précédent, un exemple qui
apparait dans [4]. Soit p > 5, k € {6,...,p + 1} pair et definissons nj =
(5 —1)(p+1) — k; le but est d’etudier les facteurs de o, .

On va chercher le plus grand entier n tel que I'on ait

ng —n(p+1) > p;
k_

2
La premiere conclusion est donc la suivante :

un calcul élémentaire montre que n = 3; de plus, on vérifie que k—(p+1) > 0.

i) On a % — 2 facteurs de la forme

. it
O'Qj+17p®w] y02p—2—a; ® w9 ™

ounje{0,..., g—?)}, a; € {p,...,2p—2} definit par ny —2j = o;mod(p—
1);
i) le facteur

[NES

Opt1—k QW -2,

Pour o € {p,...,2p — 2}, jo € {0,...,p — 2} on se propose d’étudier la
multiplicité de o, ® w’® en tant que facteur de o, .
D’abord, on note que la condition ny — 2j0 — « = Omod(p — 1) entraine la
condition o = 2[ pour I € {0,...,172;1}. De plus, d’apres ng — 2jg — 2l =
Omod(p — 1), on trouve jo = (—1 —1) mod(%) ce qui montre que

1 1
joe{-1-1+2 = 1-t+ -1} s 1A

-1 -1
joe{pT—l;p—Q} si l:pT.

Fixons donc [ € {1,..., %}, et soit a & 2[.

Casl: soitjo=-1—-1+ %. Il s’agit d’abord d’étudier (la partie entiere
de)
tgn—ﬂkzg—Z—%#+L
p—1 p—1 ’
onendéduitque0§t<181%—&—2—%gl, —1 <t < 0 sinon.
Avec les notations de la proposition 5.4, on vérifie que (jo + «)g = %_1 —1+1.

11 s’agit donc d’étudier (la partie entiere de)

pasn—(ota) _5-2-"r —1
p—1 p—1 ’
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dans ce cas on voit que —1 <t/ < 0.
Cas2 soitjo=—1—1+(p—1). Il s’agit d’abord d’étudier (la partie entiére
de)

- i

p—1 p—1

comme g +1 < p+1, on vérifie que —1 < s < 0.
Comme on suppose [ > 0, on voit que (notations de la proposition 5.4) (jo —
a)g = — 1. Considérons donc

S/d:cf”_<.7'0+04)0 _ gfzfl.

- )

p—1 p—1

on en déduit que 0 < s’ < 1 pour ! < % —2, -1 <& < 0sinon. Il ne reste qu’a

étudier les cas [ =0, | = pT_l.

Soit | = 0. Alors jg € {% —1;p—2}.Sijo= prl — 1, on considere

. k p—1
awrn—jo _5=2-"5%5

p—1 p—1

et on vérifie que —1 < u < 0.
Si jo = p — 2, on considere

: k
u/d:efn—]o_§—1—p

p—1 p—1

et, comme dans le cas précedént, on vérifie que —1 < u < 0.
L’étude du cas | = pT_l est similaire. On en déduit que il n’y a pas de facteur

de la forme ¢ ® w’® ou de la forme 0,1 ® wio.
On en déduit le résultat suivant, a I’aide de la proposition 5.4.

La représentation o, posséde les facteurs de Jordan-Holder suivants, tous
de multiplicité 1 :
i) oy @w T pourl e {1,..., 5 —2};
i) o9 ® w1 pour | € {712;1 +2 - %, e % — 1} ie. op_g_or ® Wt
k
pourl’ € {0,...,5 — 3}
2

E_
i11) le facteur opp1_p @ w22
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