\

BORDEAUX 1
Sciences Technologies

LUMNNMERSITE

Université Bordeaux 1

Master Mathématiques Pures (ALGANT)

Mémoire de master 2

Théorie et pratique

de la méthode des points d’Heegner

Anna Morra

Directeur du mémoire : Professeur Henri Cohen

19 juin 2006



Remerciements

Je voudrais remercier :

— Monsieur Cohen pour tout le temps qu’il m’a dedié pour I’étude du
sujet, la programmation de l’algorithme et 1’écriture du mémoire.

— Mounsieur Belabas pour m’avoir aidée dans la programmation et m’avoir
appris des astuces utiles pour mon travail.

— Monsieur Delaunay pour avoir accepté de me rencontrer pendant son
sejour & Bordeaux.

— Monsieur Cremona, qui m’a éclairci les idées par e-mail.

— les professeurs Languasco et Garuti, pour m’avoir soutenue et incou-
ragée et aussi pour s’étre occupés des affaires burocratiques italiennes
a ma place.
Alexandre pour m’avoir aidée dans la correction de l'ortographe dans
le mémoire.

— Ma famille et mes amis, qui m’ont soutenue et encouragée tout au long
de cette experience.



il



Introduction

Soit E une courbe elliptique de rang 1.

La méthode des points d’Heegner nous permet, si le conducteur N de cette
courbe n’est pas trop grand (disons N < 10%), de calculer un point d’ordre
infini sur F.

Au premier chapitre, on décrit les bases théoriques nécessaires pour com-
prendre cet algorithme ; parmi celles on rappelle le théoréme de Mordell-Weil
sur la structure du groupe abelien des points d’une courbe elliptique sur un
corps, le théoréme de Weil sur la fonction L associée a une courbe elliptique,
la conjecture BSD et la définition de hauteur canonique.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse plus spécifiquement aux points
d’Heegner, a la théorie de la multiplication complexe et au théoréme de
Gross-Zagier.

Le troisieme chapitre est dedié & la description de 1’algorithme des points
d’Heegner et aux possibles ameéliorations, dont le plus importantes sont dies
a Cremona-Silverman et Delaunay-Watkins.

Enfin, dans le quatriéme chapitre on donne des résultats numeériques de ré-
cherches de points rationnels sur des courbes elliptiques de conducteur assez
grand, obtenus grace a I'implementation en PARI GP de 'algorithme.
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Chapitre 1

Introduction aux courbes
elliptiques

1.1 Courbes elliptiques et invariants fondamentaux

Une courbe elliptique sur un corps est la donnée d’une courbe algébrique lisse
sur un corps K (c’est-a-dire une variété algébrique projective de dimension
1 sans points singuliers de genre 1), et d’un point défini sur K, qu’on appelle
point rationnel.

Grace au théoréme de Riemann-Roch on peut se passer de cette définition
abstraite. En effet, ce théoréme implique qu’il existe un modéle plan de la
courbe avec équation projective, dite équation générale de Weierstrass, de la
forme :

yQZ + a1xyz + agyz2 =23 + a2x2z + a4$22 + a623,

avec les a; € K. On va se servir de cette nouvelle définition pour nos objectifs.

Dans ce cas la, on a automatiquement un point rationnel sur la courbe :
O =(0,1,0), qui est le seul point a Uinfini.

En général, si L est une extension du corps K, on denote par E(L) ’ensemble
des points sur L qui satisfont ’équation de la courbe E.



On peut définir les valeurs bs, by, bg, bg, c4 et cg associées a la courbe comme :

by = a% + dao

by = aiaz+ 2a4

be = a3+ 4ag

bg = a%ag + 4dasag — arasaq + CLQCL% — ai
cy = b3 —24by

cg = —b3+ 36boby — 216bg,

ce qui nous permet, si la caractéristique du corps K est différente de 2 et
3, de faire un changement de cordonnées qui nous donne une équation de la
forme ZY? = X3 +aXZ? + bZ3, (o0t a = —c4/48 et b = —c/864) qu’on
appelle équation simple de Weierstrass. Quand la courbe est décrite par cette
équation, on peut définir son discriminant par

disc(F) = —16(4a® + 27b%).

Donc quand la courbe est donnée par son équation générale de Weierstrass on
définit son discriminant comme le discriminant de 1’équation simple associée
et on obtient la formule :

3_ 2
disc(E) = 6172866,

qui est valable seulement si la caractéristique est différente de 2 et 3. Mais
on peut aussi exprimer le discriminant comme

disc(E) = —b3bg — 8b3 — 2702 + 9babybs,

et cette derniére formule est valable pour toute caractéristique.
Souvent, il sera plus pratique de travailler en cordonnées affines, avec I’équa-
tion

v + a1y + azy = 2° + ax2” + asx + ag,

en se rappelant, tout de méme, du point a l'infini.

1.2 La loi de groupe

Un résultat tres important, di & Fermat, est que toute courbe elliptique a
une structure naturelle de groupe Abelien.



Théoréme 1.2.1 Soit E une courbe elliptique sur un corps K, définie par
une équation générale de Weierstrass

y2 +a12y + azy = x3 + a2x2 + a4 + ag.

On peut définir une loi d’addition sur la courbe en imposant que le point a
Uinfini O soit Uidentité du groupe, et que P + Po 4+ P3 = O si et seulement
si les P; sont (projectivement) alignés. On obtient que :
1. cette addition donne o E une structure de groupe Abelien ;
2. si P = (x1,11), Pa = (x2,y2) sont deux points sur E, différents de
O, alors leur somme est égale a O si et seulement si x1 = xo et Yo =
—y1 — a1x — ag, et en tous les autres cas, elle est donnée par le point
Py = (x3,y3), avec

r3 = m(m+ay)— 1 — T2 — az
ys = m(xl - 963) — Y1 — a1r3 — as,
o
Y2—y1 .
m— w221 S1 P1 7é P2
- 3r7+2az2r1+as—a1y: . o
201 farz+a3 S? P1 = P2.

1.3 Courbes elliptiques dégénérées

Proposition 1.3.1 Si une équation générale de Weierstrass a des singulari-
tés, alors elle en a exactement une, qui se trouve sur la droite 2y+aijx+azz =
0. En particulier, si la caractéristique de K est différente de 2 et 3, alors la
singularité se trouve sur l'aze x.

On va maintenant considérer les types possibles de singularités.

Supposons, par simplicité, que la caractéristique soit différente de 2 (mais
en caractéristique 2 on a une situation semblable), pour pouvoir se réduire
aa; = az3 = 0. On a donc une équation affine du type y?> = P(z), ou
P(z) = 23 4+ ax® + aq4r + ag, et on sait que la singularité est sur 'axe
x, donc le point singulier est du type Py = («,0), ot @ est une racine du
polynéme P(x). Donc, pour que cela donne une singularité il faut que « soit
une racine multiple.

Si 'on considére maintenant I’équation d’une tangente a la courbe en Py,
elle est de la forme ny + m(z — a) = 0. Comme Py est un point singulier, il
faut que la tangente ait pour multiplicité au moins 3 en Py. Cela implique que
n doit étre différent de 0, et donc on peut supposer n = —1. En remplacant



cela dans 1’équation de la courbe, on obtient m?(z —a?) = (z—a?)(z—3), ot
f3 est la troisiéme racine de P(z), c’est-a-dire (x — a)?(z — 3 —m?). Donc la
multiplicité en P est plus grande ou égale & 3 si et seulement si m? = a — f3.
On a donc trois possibilités :
1. "cusp” (pointe) : quand « est racine triple de P(x) on a une seule
tangente de pente m = 0;
2. point double avec tangentes définies sur K : si a — 3 est un carré sur
K
3. point double avec tangentes non définies sur K : quand ao— (3 # 0 n’est
pas un carré sur K.
En tous les trois cas, on peut se réduire & une équation de la forme y? =
2?(x — f3), ot la singularité se trouve maintenant dans I'origine des axes, et
on peut paramétrer les points non singuliers par la droite projective P'(K) :

18 1
<ﬁ+t?’t+t3>’

ou il faut exclure eventuellement les ¢ tels que %2 = —(. Le point a l’infini
est donné par ¢ = 0. Dans cette situation on a :

Proposition 1.3.2 L’ensemble G = E(K) —{Py} a une structure naturelle
de groupe :
1. G~ (K,+) quand Py est une pointe (réduction additive) ;
2. G ~ (K*,-) quand Py est un point double avec tangentes définies sur
K (réduction multiplicative déployée) ;

3. G est isomorphe au groupe multiplicatif des éléments de norme 1 dans
Uextension quadratique de K engendrée par les pentes des tangentes en
Py, quand Py est un point double avec tangentes non définies sur K
(réduction multiplicative non déployée).

1.4 Isogénies

On veut définir une application naturelle entre courbes elliptiques, c¢’est-a-
dire une application qui respecte les trois structures dont chaque courbe
elliptique est équipée :

1. E est une courbe algébrique;

2. E est une variété analytique de dimension 1 sur C, c’est-a-dire une
surface de Riemann compacte;



3. E a une structure de groupe Abelien.

Grace a un théoréme de Riemann qui dit que chaque surface de Riemann
est algébrique, on peut se réduire aux points (1) et (3). En outre, on a le
théoréme suivant :

Théoréme 1.4.1 Soient E et E' deuz courbes elliptiques, avec éléments
identités O et O’ réspectivement, et soit ¢ un morphisme de courbes al-
gébriques de E a E' (¢ est définie par des fonctions rationnelles). Alors ¢
est un homomorphisme de groupes de E a E' si et seulement si ¢p(O) = O'.
(Donc ¢ préserve la loi de groupe!!!).

On est donc portés a la suivante :

Définition 1.4.2 Soient E et E' deuz courbes elliptiques avec éléments iden-
tités O et O réspectivement.

Une isogénie ¢ de E dans E' est un morphisme de courbes algébriques de E
en E' tel que ¢p(O) = O'.

Une isogénie non constante est une isogénie telle que il existe P € E avec
¢(P) # O'. On dit que E et E' sont isogénes si il existe une isogénie non
constante entre E et E'.

Théoréme 1.4.3 Soit ¢ une isogénie non constante de E dans E' :
1. s1 K est algébriguement clos, alors ¢ est surjective ;

2. ¢ est une application finie, c’est-a-dire la fibre de chaque point de E'
est constante et finie.

On en déduit que ¢ induit une application injective du corps des fonctions
de E’ & celui de E sur quelque cloture algébrique du corps base. Le degré de
la correspondante extension de corps est fini et est appelé le degré de ¢.

Si 'extension de corps est séparée, alors le degré est égal aussi a la cardinalité
d’une fibre, c’est-a-dire a | ker(¢)|.

S’il existe une isogénie non constante ¢ de F dans E’ de degré m (une m-
isogénie), alors on dit que F et E’ sont m-isogénes.

Il faut remarquer que deux courbes elliptiques isogénes sont trés sem-
blables, mais pas isomorphes. Par exemple, deux courbes elliptiques isogénes
sur Q ont le méme rang et la méme fonction L, mais pas forcement le méme
sous-groupe de torsion.

Proposition 1.4.4 Soit ¢ une isogénie non constante de E dans E' de degré
m. Il existe une isogénic 1 de E' dans E, appelée lisogénie duale de ¢, telle
que

po¢=[mlgetpoy)=[mlg,

5



ot [m] est Uapplication “multiplication par m” sur la courbe correspondante.

1.5 Courbes elliptiques sur C

Une courbe elliptique sur C est isomorphe (autant analytiquement qu’algé-
briquement) au quotient de C par un réseau de dimension 2, A = w1Z +wyZ.
On définit la fonction p de Weierstrass pa (z) associée a A par la formule :

1 1 1
weA—{0}
qui définit une fonction double-périodique (A-périodique) méromorphe sur

C avec poles seulement pour z € A.
pa(2) satisfait ’équation algébrique différentielle :

pa(2)* = 4pa(2)” — g2(M)pa(2) — g(A),

avec g2(A) =603 en_10y ﬁ et g3(A) =140 > en— oy ﬁ

On a donc un isomorphisme explicite entre C/A et une courbe elliptique sur
C, qui envoye un représentant z € C d’un élément de C/A dans le couple
(pa(2), )\ (2)), et toutes les courbes elliptiques sur C peuvent étre obtenues
de cette maniére. La loi du groupe de la courbe elliptique est simplement
induite par I'addition sur C. Le point a 'infini c¢’est le seul pole de p. L’iso-
morphisme inverse est appelé logarithme elliptique.

1.6 Courbes elliptiques sur I,

1.6.1 Comptage des points

Lemme 1.6.1 Soit ¢ = p*, p premier, k impair. Soit p le seul caractére
multiplicatif d’ordre 2 surFq, soit y? = f(z) l’équation d’une courbe elliptique
sur Fy, ou f(x) est un polynome de degré 3. Alors |[E(Fq)| = g+ 1 — aqg,
g = — Zmeﬂ?q p(f(x)).

En particulier, si ¢ = p premier, alors |[E(F,)| =p+1— a,, avec
f(x)
a=—3 ( .
z€Fy p

Théoréme 1.6.2 (Hasse) Soit E une courbe elliptique sur un corps fini
F,. Alors on a

q+1-2/q<|E[Fy)|<q+1+2Vq



En outre, il est facile de montrer que le groupe E(F,) est le produit de au
plus deux groupes cycliques, et si 'on écrit E(Fy) ~ Z/d\Z x Z/d2Z, avec
dg‘dl, alors d2|q — 1.

On veut maintenant compter les points d’une courbe dégénérée sur IF), :
Exemple
On considére une courbe elliptique E définie sur Q par une équation de
Weierstrass a coefficients entiers, et 'on considére sa réduction modulo un
premier p, c’est-a-dire la courbe définie sur I, par la méme équation mais
avec les coefficients réduits modulo p. On a que la courbe est dégénérée si
et seulement si p en divise le discriminant. En ce cas 14, on peut facilement
calculer les a, = p+ 1 — |E(FF,,)| par la Proposition 1.3.2, et I’on obtient :

1. a, = 0 si la réduction est additive;
2. a, = 1 si la réduction est multiplicative déployée;

3. ap = —1 si la réduction est multiplicative non déployée.

1.6.2 Fonctions L locales

On peut définir la fonction zéta de Hasse-Weil attachée a E' comme
| EFqrn)l
(B, T) = exp ; — e
n=

On peut montrer que (4(E,T) est une fonction rationelle, et plus précise-
ment :

1—a,T + qT?
GEBET)= — 2 =
D= an)
Quand g = p premier on définit
L,(E,T)= !
P 1—apT +pT?

Les L, seront utilisés comme facteurs d’Euler locaux dans la définition de la
fonction L globale d’une courbe elliptique définie sur Q.

1.6.3 Structure de End(F)

L’anneau End(F) des F -endomorphismes d'une courbe elliptique définie sur
[F, est un peu plus compliqué que celui d’'une courbe définie sur C (voir le
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Paragraphe 1.10.2). En effet, End(E) contient un endomorphisme additionel,
I'automorphisme de Frobenius :

¢ (z,y) — (29, y7).

On peut montrer que ¢ (comme isogénie de E dans F) satisfait une équa-
tion quadratique avec discriminant plus petit ou égal a zéro, et il est facile
de montrer que ¢ # [m], pour tout m € Z, donc le discriminant est stricte-
ment négatif. Par conséquent, sur F,, 'anneau End(E) contient toujours un
ordre dans un corps quadratique imaginaire, donc F a toujours multiplica-
tion complexe.

1.7 Tordues quadratiques

Définition 1.7.1 Soit E une courbe elliptique sur un corps K de caracté-
ristique différente de 2 définie par une équation de la forme y*> = f(x) (f(x)
polynoéme cubique). Soit D € K*. La tordue quadratique de E par D est
la courbe elliptique Ep avec équation :

Dy* = f(x).

Soit f(x) = 2° + ax® + bx + c. On a deus cas :

1. soit D est un carré dans K* alors on pose Y = yv/ D en obtenant la
méme équation que celle initiale ;

2. sinon on multiplie U’équation par D? et l’on pose Y = D%y, X = Dz,
ce qui donne la nouvelle équation :

Y2 =X3+aDX?+bD?*X + c¢D3.

Proposition 1.7.2 Soit E une courbe elliptique définie sur F), (p premier
impair) par une équation de Weierstrass de la forme y? = f(x) (f(z) poly-
nome cubique). Soit D € F}, soit Ep la tordue quadratique de E par D et
soient ap(E) =p+1— |E(Fp)| et ap(Ep) défini de la méme maniére. Alors

ap(Fp) = (D

p

) ay(E).

En général ce résultat est vrai pour tout corps fini Fy de caractéristique im-
paire, en remplacant (%) par p(D), ou p est 'unique caractére multiplicatif
d’ordre 2 de F,.



1.8 Courbes elliptiques sur Q

On va maintenant s’occuper des aspects diophantiens des courbes elliptiques.
Une des questions qu’on peut se poser a ce sujet c’est 'existence et la struc-
ture des points rationnels sur la courbe. A ce propos on sait, grace au théo-
réme de Fermat, que F(Q) a une structure de groupe Abelien, et on a un
autre résultat tres important, da & Mordell :

Théoréme 1.8.1 (Mordell) Soit E une courbe elliptique sur Q. Alors E(Q)
est un groupe Abelien de type fini. Plus précisement, on a :

EQ) = E@Q) oG,

ot E+(Q) est le sous-groupe de torsion de E(Q) (c’est-a-dire l’ensemble des
points T € E(Q) tels que il existe k € Z — {0}, avec kT = O) et G est
engendré par un nombre fini r de points P; d’ordre infini. Donc G ~ Z" et
tout point P € E(Q) peut s’écrire comme

.
P=T+) aP,
=1

avec T € Fy(Q), a; € Z. L'ordre r est appelé rang algébrique de la courbe
E.

Remarques
— Ce théoréme a été étendu par Weil au cas des corps de nombres.
— Il existe un algorithme pour calculer la partie de torsion du groupe de
Mordell-Weil (E(Q)).
— Par contre, on n’est pas capable, en général, de calculer les générateurs
P; de la partie infinie, et méme pas de calculer le rang r ! (on conjecture
que 7 n’est pas borné, et le plus grand r connu vaut 24)
Un autre probléme qu’on peut se poser c’est d’étudier les points entiers
sur une courbe. En ce cas 13, il faut faire attention, car deux équations
équivalentes pour la courbe peuvent donner deux ensembles différents de
points entiers, donc ce concept est strictement lié & I’équation donnée.
A cet égard, on a un théoréme de Siegel :

Théoréme 1.8.2 Soit f(z,y) = 0 l'équation affine d’une cubique non sin-
guliere plane a coefficients entiers. Il existe seulement un nombre fini de
couples (a,b) € Z2 tels que f(a,b) = 0.



Remarques
— Ce théoréme n’est pas du tout effectif : il ne nous permet pas de trouver
ces points, ni de connaitre combien il y en a.
— En pratique, on est capable de calculer les points entiers, en utilisant
le logarithme elliptique et LLL, mais & condition de connaitre les gé-
nérateurs du groupe de Mordell-Weil.

1.8.1 Le modéle minimal d’une courbe elliptique

Soit E une courbe elliptique donnée par une équation générale de Weiers-
trass :
y2 +aixy +azy = 3+ a2$2 + a4 + ag.

Soit p € Z un nombre premier. Si p ne divise pas le discriminant de la courbe,
on sait que la courbe a bonne réduction en p. Par contre, si p divise disc(F),
on sait que I’équation réduite modulo p donne une courbe dégénérée, mais
il se peut bien que le premier p devienne acceptable si on utilise un autre
modeéle de la méme courbe, c’est-a-dire en appliquant une transformation
birationnelle & I’équation.

On a un résultat fondamental, qui nous dit qu’il existe un modéle minimal
de la courbe, en forme générale de Weierstrass, avec les a; € Z, qui, parmi ses
propriétés, a le discriminant le plus petit possible : si p divise ce discriminant,
alors p divise le discriminant de toute équation de la courbe.

Cette propriété est dlie en large partie au fait que Z est un domaine
principal. Si la courbe était définie sur un corps de nombres avec nombre
de classes strictement plus grand que 1, elle n’aurait pas forcement eu de
modéle minimal.

1.8.2 Fonction L associée a une courbe elliptique

Soit F une courbe elliptique donnée par une équation générale de Weiers-
trass.

Quand un premier p ne divise pas le discriminant (minimal) de la courbe,
alors cette équation définit une courbe elliptique sur I, a laquelle est associé
le facteur d’Euler local L,(E,T). Si p divise le discriminant on a une unique
singularité qui peut étre de trois types, & chacun desquels on peut associer
aussi un facteur local :

1. réduction additive : L,(E,T) =1,
2. réduction multiplicative déployée : L,(E,T) = 1=,

3. réduction multiplicative non déployée : L,(E,T) = p%T

10



On peut donc réunir le trois formules dans la suivante : L,(E,T) = ——
alors pour tout premier p on peut écrire :

1
1—apT + x(p)T?’

L,(E,T) =

o x(p) est égal a 1 si on a bonne réduction en p, a 0 sinon.
On peut enfin définir la fonction L globale de la courbe E comme :

1
1 —app=*+ x(p)pt=2

L(E,s)=]]L,(E.p) =]]

p

Il est facile, grace a I'inégalité de Hasse, de montrer que ce produit d’Euler
(qui est évidemment une série de Dirichlet) est absolument convergent si
Re(s) > 3/2.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.8.3 Soient E et E' deuz courbes elliptiques définies sur Q. Si
E et E' sont isogénes sur Q, alors L(E,s) = L(F', s).
Inversement, si L(E,s) = L(E',s), alors E et E' sont isogénes.

La premiére partie du théoréme n’est pas trop difficile & prouver, par contre
lautre a été une conjecture (la conjecture d’isogénie) pendant longtemps, et
est dévenue un théoréme grace a la preuve de Faltings. C’est un théoréme
trés important du point de vue théorique.

Un autre théoréme trés important et extrémement difficile & démontrer
c’est le théoreme de Wiles et autres, qui prouve la conjecture de Taniyama-
Shimura-Weil :

Théoréme 1.8.4 (Wiles et autres) La fonction L(E, s) posséde une conti-
nuation analytique o tout le plan complexe a une fonction holomorphe. En
outre, il existe un entier N (qui a les mémes diviseurs premiers que le discri-
minant minimal de la courbe et qui divise ce dernier), appelé le conducteur
de la courbe, tel que si [’on pose :

A(E, s) = N*2(2r)"°T(s)L(E, s),
on a ’équation fonctionnelle :
AE,2—-35)=¢(E)A(E,s),
ot e(F) = *1 est appelé le signe de l’équation fonctionnelle.
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Remarques
— Il existe un algorithme de Tate, qui permet de trouver le modéle mi-
nimal de la courbe et son conducteur.
— Il y a aussi un algorithme plus récent pour calculer e(F), di & Mestre-
Henniart et Halberstadt.
Enfin, on a une conjecture trés importante liée aux courbes elliptiques sur

Q-

Conjecture 1.8.5 (Birch et Swinnerton-Dyer (BSD)) Soit E une courbe
elliptique sur Q. Le rang algébrique de E est égal a l'ordre d’annulation de
L(E,s) en s =1. En outre :

L(E,s) L"(E,1) (B [II(E)|R(E)coo(E) I cp(£)
- E(Q)P ’

ot w1 (E) est la période réelle de E, III(E) est le groupe de Tate-Shafarevich,
R(E) le régulateur, les c,(E) sont des petits entiers appelés nombres de Ta-
magawa et coo(E) est le nombre de composantes connezes de E(R) (toutes
ces valeurs sont calculées a partir du modéle minimal de la courbe E).

li =
Sl (s — 1) !

Remarques
— Toutes les quantités du membre de droite sont computables, sauf qu’il
n’y a pas un algorithme connu pour calculer R(E) et on ne connait pas
|III(E)| : en général on ne sait méme pas s'il est fini, sauf pour r < 1.
— Les seuls cas prouvés de la conjecture sont pour rang analytique 0 et 1.
Si le rang analytique est plus grand ou égal & 2 on ne sait absolument
rien, méme pas pour des cas spéciaux.

1.8.3 Une propriété des points rationnels

Proposition 1.8.6 Soit R un anneau principal, avec corps de fractions K,
et soit E une courbe elliptique donnée par une équation générale de Weiers-
trass :

Y24+ a1 XY + a3y = X2 4+ as X? + au X + ag,

avec les a; € R, et soit P = (X,Y) € E(K) un point affine sur K.
Alors, il existe M, N, D € R tels que
M N
X = ﬁ et Y = ﬁ’
Evidemment cette propriété est valable pour le cas R = Z et K = Q et elle
est trés utile en pratique (comme on verra plus tard, dans la méthode des
points de Heegner).

avec ged(M, D) = ged(N, D) = 1.
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1.8.4 Hauteur naive et canonique

Soit E une courbe elliptique sur Q, et soit P € F(Q) un point donné. On peut
étre interessé & savoir si ce point est d’ordre fini ou pas. Cela est possible
grace a la caractérisation des points de torsion, mais si, par exemple, on
a deux points P et ) et 'on sait qu’ils ne sont pas de torsion, alors on
voudrait aussi savoir g’ils sont indépendants ou pas. Pour cela on a besoin
de la définition de hauteur canonique.

On va commencer par la définition de hauteur naive d’un nombre ration-

nel z # 0. Si 'on écrit x = 5 avec ged(n,d) = 1, alors on définit

h(x) = max(log(|n|)), log(|d])),

ou 'on pose log(0) = —oc.
En général, si P € E(Q) ayant pour cordonnées affines ((T—Q, %), avec ged(m,d) =
ged(n,d) =1, on définit la hauteur naive du point P par :

h(P) = max(log(|m|), log(|d*))).

A partir de cette définition, on peut définir la hauteur canonique du point
P comme :

~ P
MP) = klggo h(II:? :

)

ot l'on a E(P) > 0 pour tout P € E(Q), car h(P) > 0 pour tout P.

Théoréme 1.8.7 La limite ci-dessus existe, et définit une fonction non né-
gative h(P) sur E(Q) avec les propriétés suivantes :

1. (Forme quadratique :) la fonction E(P) est une forme quadratique
sur E(Q).
Si on définit R R R

h(P + —h(P)—h

r.) - M Q=P - F(Q)

alors (P, Q) est une forme bilinéaire symétrique sur E(Q) telle que
(P, P) = h(P), donc h(kP) = k*h(P).

2. (Non dégénérée :) On a ﬁ(P) = 0 si et seulement si P € E(Q), donc
h induit une forme quadratique définie positive sur le groupe Abelien
libre de type fini E(Q)/E(Q).

3. (Indépendance :) Les points (P;)1<i<n dans E(Q) sont linéairement
indépendants dans E(Q)/Ey(Q) si et seulement si le déterminant de
la matrice ("height pairing”) M = (((P;, Pj))1<ij<n) est différent de
Z€T0.
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4. (Borne :) Il existe une constante calculable explicitement C(E), qui
ne dépend que de E, telle que pour tout P € E(Q) on a |h(P)—h(P)| <
C(E) (voir le théoréme suivant pour les détails).

5. (Finitude :) Pour tout B > 0 il existe seulement un nombre fini de
points P € E(Q) tels que h(P) < B.

On va maintenant s’occuper de la constante C(FE).

Théoréme 1.8.8 Soit E une courbe elliptique sur Q définie par une équa-
tion générale de Weierstrass. Posons :

_ log(| disc(£)]) +log™ (j(£))
6
ot log™ (x) = log(max(e,|z|)) et 2* = 2 si by # 0, 1 sinon, et j(E) est le

j-invariant de la courbe (voir le Paragraphe 1.10.1).
Alors pour P € E(Q) on a :

_hG(E))
12

w(E) +log™ (b2/12) + log(2*), (1.1)

— u(E) — 1.946 < h(P) — h(P) < u(E) + 2.14.

1.9 Paramétrisation modulaire

Si L(E,s) =3, ann~*, alors le théoréeme de Taniyama-Weil nous dit que
fe(T) =3, 51 ang", ott ¢ = €™ 7 € H, est une forme modulaire de poids
2 sur To(N). N

Comme fg(7)d7 est une differentielle holomorphe, alors I'intégral ¢(7) =
2im [T fe(z)dz (ot oo est le point a linfini du demi-plan supérieur) est
indépendant du parcours choisi, donc il définit une application de H dans C.
explicitement, si 7 € H, alors on a

o) =3 %"q”-

n>1

Le fait que fgp est une forme modulaire est équivalent au fait que 5 in-
duit une application analytique ¢ de Xo(N) dans C/A ou Xo(N) = (HU
P1(Q))/To(N) est la courbe modulaire associée & T'o(N) et A est le ré-
seau formé par les périodes de fg, qui correspondent aux valeurs de ¢ pour
7 =v(c0) et v € To(N) (qui peuvent étre calculés avec la formule integrale
et pas avec la série).

Le réseau A est trés souvent un sous—rgseau du réseau A g associé au mo-
déle minimal de la courbe E. En ce cas 14 ¢ induit une application analytique
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¢ de Xo(N) dans C/Ag. On peut donc composer ¢ avec (p, ©’) pour obtenir
des points sur la courbe E(C).

Au fait, il pourrait arriver aussi que A ne soit pas un sous-réseau de Ag, ce
qui arrive si la "constante de Manin" de la courbe n’est pas 1, mais ce cas
arrive rarement en pratique, et il est facilement traitable.

Donc pour tout 7 € H on peut associer un ¢(7) € E(C), ot ¢ = po¢ est
une application de Xo(IV) dans E(C), appelée paramétrisation modulaire, et
le théoréeme de Wiles nous assure que cette application existe et est unique
au signe pres.

1.10 j-invariant et multiplication complexe

1.10.1 Le j-invariant d’une courbe elliptique

Soit E une courbe elliptique définie sur C. On a vu au Paragraphe 1.5 qu’on
peut écrire son équation comme :

y? = 42® — gox — g3.
On définit le j-invariant (invariant modulaire) de E :

, 1728¢3 c
IE) = 15— 18) = dise(B)’
(95 — 27g35)  disc(E)
Une des propriétés fondamentales de j est que cette fonction caractérise la
classe d’isomorphisme de la courbe E sur C :

Théoréme 1.10.1 Deux courbes elliptiques E et E' sont isomorphes sur C
si et seulement si j(F) = j(F').

Soit B = C/A une courbe elliptique sur C. Alors, A peut étre engendré
(comme Z-module) par deux nombres complexes, w; et wy, R-linéairement
indépendants. Soit 7 = wy/wy . Quitte a changer ’ordre des w; on peut suppo-
ser Im(7) > 0. Or, multiplier le réseau A par un nombre complexe ne change
pas la classe d’isomorphisme de la courbe E, donc on a j(E) = j(E;), ou
E; = C/(Z + 7Z). On va noter dorénavant j(7) = j(E;). Cela définit une
fonction j sur H = {7 € C|Im(7) > 0}.

d
le méme que celui engendré par 1 et 7 donc on obtient I'invariance modulaire
de j(7) :

Soit ( CCL b > € SLy(Z). Alors, le réseau engendré par at+b et c7+d est
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Théoréme 1.10.2 Pour tout élément < CCL b > € SLa(Z) on a

d

() -0

On a un résultat trés important :

Proposition 1.10.3 La fonction j est une application bijective de la com-
pactification de H/SLo(Z) dans le plan projectif complexe P1(C), c’est-a-dire
(1) assume une et une seule fois toute valeur possible (y compris o) sur

H/SLo(Z).

1.10.2 Multiplication complexe

On considére I'ensemble End(E) des endomorphismes d’une courbe elliptique
et on remarque qu’il est un anneau, avec 'opération d’addition induite par
celle de E et la multiplication donnée par la composition d’endomorphismes.
Cet anneau contient I’application [m] pour tout m € Z et on peut facilement
montrer que toutes ces applications sont distinctes, donc Z C End(FE).

Le résultat fondamental est que soit End(E) = Z, soit End(E) est un
ordre dans un corps quadratique imaginaire, c’est-a-dire End(E) ~ Z +
TZ, avec T = D%@ pour un certain D discriminant fondamental négatif.
Dans ce dernier cas, on dit que E a multiplication complexe par 'ordre de
discriminant D.

Théoréme 1.10.4 (Multiplication complexe) Soit 7 € H un nombre
quadratique de discriminant D (discriminant de la forme quadratique as-
sociée). Alors la courbe elliptique E; = C/(Z 4+ 7Z) a multiplication com-
plexe par un ordre contenu dans le corps quadratique Q(7) et le j-invariant
j(r) = j(E;) est un entier algébrique. En particulier, le degré de j(T) est
exactement h(D) ot h(D) est le nombre de classes de l’ordre imaginaire
quadratique de discriminant D.

Conséquence
j(7) € Q (et plus précisement € Z) si et seulement si h(D) = 1. Cela ne peut
arriver que pour 13 discriminants possibles :

—-3,—4,-7,-8,—11,-19, —43, —67,—163
(qui correspondent & des corps quadratiques), et

—12,-16,—27, —28
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(qui correspondent & des ordres quadratiques).
Les valeurs de la fonction j correspondantes aux corps quadratiques ci-dessus

j<1+2i\/§> _ 0

i) = 1728
L
j( “ﬁ) — _3375

7(iv2) = 8000

sont :

= —32768

()
j<1+;\/ﬁ> = —884736
()
()

i : — 884736000
L

i +;\/67 — 147197952000
14iv1

j< “263> = —262537412640768000,

j(iv/3) 54000
j(2i) = 287496
](W) — 12288000

j (mﬁ) —  16581375.

Quand on a une courbe elliptique & multiplication complexe, il est facile de
calculer les coefficients de la fonction L associée : en effet, on a théoréme
suivant :

Théoréme 1.10.5 Soit E une courbe elliptique a multiplication compleze
par un ordre quadratique imaginaire de discriminant D et soit p un nombre
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premier. Alors on a :
[E(Fp)| =p+1—ap,

ot a, est donné par :
1. si p est inerte ((%) = 71> alors ap, =0

2. sip se factorise en produit de premiers, disons p = 7T, alors ap = T+T
pour un choix adapté de 7.

Remarque

Si D < —4, alors il n’existe que deux choix possibles pour m, car I'ordre
quadratique a deux unités. Ces choix donnent deux valeurs opposées de a,.
Une d’elles est le a, correcte pour E, l'autre donne a, pour la courbe E
tordue par un non-résidue quadratique.

Si D = —4 ou D = -3, alors on a 4 (respectivement 6) choix pour ,
correspondants aussi & des courbes tordues.
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Chapitre 2

Théorie des points d’Heegner

2.1 Points d’Heegner : définition et propriétés

Définition 2.1.1 - Soit T € H={z € C|Im(2) > 0}. On dit que T est
un point de multiplication complexe (CM) s’l est racine d’une
équation quadratique de la forme At>+ Bt +C =0, avec A, B,C € Z,
B% —4AC < 0.

- Siged(A,B,C) =1 et A>0 (ce qui implique l'unicité de cette forme
quadratique) alors (A, B,C) = Ax? + Bxy + Cy? est la forme quadra-
tique (définie positive) associée a T, et on appelle discriminant de 7 le
discriminant de cette forme : A(T) = B2 — 4AC.

— Soit N > 1 un entier fité. On dit que T est un point d’Heegner de
niwveau N si A(NT) = A(T).

Notations
~ T = SLy(2)
FO(N)Z{(Z Z)EF c=0 modN}
mm—{(i Z>EF0(N)a51 modN}

Proposition 2.1.2 Si~y € SLy(Z), alors A(y(7)) = A(7), pour tout 7 € H
(en particulier, cela est vrai pour v € To(N)).

Siy € To(N) et 7 est un point d’Heegner de niveauw N, alors il en est de
méme pour (7).
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Preuve

La premiére partie de la Proposition est évidente, on va prouver la deuxiéme :
on a que A(1) = A(NT), car T est un point d’Heegner, et gréice a la premiére
partie de la Proposition on sait aussi que A(1) = A(y(7)) et que A(NT) =
A(y(NT)). I suffit donc de prouver que A(y(N7)) = A(N~(7)), mais cela
est facile si on se rappelle que :

ron=ra (5 ) (3 0).

Proposition 2.1.3 Soit 7 € 'H une racine irrationelle de la forme quadra-
tique (A, B,C) avec discriminant D < 0.

T est un point d’Heegner de niveau N si et seulement si N|A et une des
conditions suivantes (qui sont équivalentes) est satisfaite :

1. gcd(A/N,B,CN) =1,
2. ged(N,B,AC/N) =1,
3. il existe un I € 7 tel que B> —4NF = D et ged(N, B, F) = 1.

Preuve
. . — B’
T= _B;;l@, alors N7 = w et on veut qu’il soit de la forme 32%5.

On obtient que A = NA’ et B = B’,donc N|A et N7 est racine de I’équation
A/N(NT)24+B(NT1)+CN +0, qui a pour discriminant A = B2 —4AC, donc
il faut que cette équation soit minimale, c’est-a-dire ged(4/N,B,CN) = 1,
ce qui prouve la Proposition avec la premiére condition. L’équivalence avec
les deux autres propriétés est facile & démontrer. 0

Corollaire 2.1.4 Soit 7 un point d’Heegner de niveau N et discriminant D.
On a que W(7) = fﬁ est aussi un point d’Heegner de méme niveau et de
méme discriminant.

Preuve
Si (A, B,C) est la forme quadratique associée a 7, alors (CN,—B, A/N) est
celle associée a fﬁ, et on conclut grace a la Proposition précédente. 0

Dorénavant on va supposer D discriminant fondamental.
On rappelle que dans ce cas le groupe de classes CI(K) de K = Q(v D)
est en bijection avec les classes des formes quadratiques définies positives
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(A, B,C) de discriminant D, modulo I'action de SLg(Z). La bijection est
celle qui & chaque forme (A, B, C) associe l'idéal Z 4+ 7Z, ou 7 = *B%@.
Proposition 2.1.5 Soit 7 un point d’Heegner de discriminant D et niveau
N.

Si D est un discriminant fondamental, alors la condition gcd(N, B, F) =

1 de la Proposition précédente est automatiquement satisfaite et pour tout
p|lged(D, N) on a vy(N) = 1.

Preuve

Soit p un premier tel que p|ged(N, B, F). Alors p?|B?> — 4NF = D, ce
qui implique p = 2 et D/4 = 2,3 mod 4, vu que D est un discriminant
fondamental. Mais alors (B/2)?2 = D/4+ NF = D/4 = 2,3 mod 4, ce qui
est impossible.

Enfin, si p|ged(D, N) et p?|N, alors, vu que B> —4NF = D, on a que p|B,
donc p?| D, donc comme dans la prémiere partie, on déduit que p = 2, mais
alors 4|N, d’ott (B/2)? = D/4+ NF = 2,3 mod 4, absurde. 0

Proposition 2.1.6 I eziste une bijection entre les classes modulo T'o(N)
des points d’Heegner de niveau N et discriminant D et les couples (3, [a]),
avec 3 € ZJ2NZ, tel que b> = D mod 4N pour tout soulévement de (3 a
beZetal € CUK), classe d’idéaux.

Preuve
La démonstration est semblable a celle de I’équivalence entre classes d’idéaux
et formes quadratiques (qu’on peut trouver dans [Cohl]), on décrit seulement
la bijection :
— étant donné le couple (3,[a]), on lui associe la forme quadratique
(A,B,C) qui est en bijection avec [a] et telle que N|A et B = 3
mod 2N et on obtient 'élément 7 = = ;4\/5.
— SiTon a 7 on peut lui associer la forme quadratique (4, B, C) et enfin
B=B mod 2N et a=7Z+1Z.

O

2.1.1 Multiplication complexe

Soit K un corps de nombres. Le corps de classes de Hilbert est une extension
de K, qui parmi ses propriétés est une extension abelienne de K, et son
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groupe de Galois est canoniquement isomorphe au groupe des classes CI(K),
ou l'isomorphisme est donné par une application complétement explicite :

Art : CI(K) — Gal(H/K).

Donc tout élément de Gal(H/K) peut s’écrire comme Art([a]) pour une
unique classe d’idéaux [a]. On va noter par h? laction d’un élément o €
Gal(H/K) sur un élément h € H.

On va utiliser le théoréme fondamental de la multiplication complexe :

Théoréme 2.1.7 Soit T = (0, [a]) un point d’Heegner de niveau N et dis-
criminant D. Soient K = Q(vVD) et H son corps de classes de Hilbert.
Alors,

o(7) € E(H)
et on a les propriétés suivantes :

1. pour tout [b] € CI(K) :

e ((8, [a) D) = (3, [ab™]))

(loi de réciprocité de Shimura) ;

P(W(B, [a])) = ¢((—B, [an~1])),

oun=NZ+ B+2‘/BZ, B est un entier congru & [ modulo 2N ;

(3, [a]) = ¢((=B.[a7"]).

Donc on sait qu’en utilisant 7 on peut obtenir un point de la courbe a
cordonnées algébriques, dans H. Cela est di a la multiplication complexe
et généralise le fait que e?™, avec ¢ € Q quelconque, donne des nombres
algébriques.

On va calculer la trace P de ¢(7) :

P= 3 @)= > oGl )= > «(s ).

oeGal(H/K) [b]eCi(k) [b]eCI(K)

On sait par la théorie de Galois que P € FE(K), mais si le signe de I’équation
fonctionelle € est —1 on peut dire plus :

Lemme 2.1.8 Sie = —1 alors P € E(Q).
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Preuve
€ = —1 est équivalent & p o W = ¢, donc on a :

(8, 16])) = ©(W(B,[6])) = (=B, [bn~1])) = (8, [0~ n])),

d’ou :
P= > @b )= > «(8b]) =P
[b]eCl(K) [b]eClU(K)
et on conclut que P € E(Q). 0O

On sait ainsi comment obtenir un point dans E(Q), mais il est possible que
le point trouvé soit de torsion. Au fait, si le rang de la courbe est strictement
plus grand que 1, le point est toujours de torsion (cela vient du théoréme de
Gross-Zagier et du travail de Kolyvagin). En outre, on peut prouver de fagon
similaire au Lemme précédent, que si € = 1 alors P + P est de torsion. On
en conclut qu’on ne peut appliquer la méthode des points d’Heegner que si
le rang est égal a 1.

2.2 Le théoréme de Gross-Zagier

Soit E une courbe elliptique définie sur Q par une équation simple de Weiers-
trass :
v =2+ ax® + bz + ¢,

et soit Ep sa tordue quadratique par D :
Dy? =23 + az® + bz + ¢,

ou D est un discriminant fondamental, et il est un carré modulo 4N. Alors,
on sait, grace a la Proposition 2.1.5 que si p|ged(D, N), p? { N, et donc on
en déduit que le conducteur de Ep est

ND?

Np=—r"
P ged(N, D)

L(Ep,s)=_ (g) %"

n>1

On rappelle aussi qu’on a définit une hauteur canonique h sur E(Q) (voir le
Paragraphe 1.8.8).
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Théoréme 2.2.1 (Gross-Zagier) Si gcd(D,2N) = 1 et D # 3, alors la
hauteur canonique du point P obtenu par la méthode d’Heegner est :

" \/ﬁ /

h(P) = 4V01(E)L (E,1)L(Ep,1).
Donc on peut facilement vérifier si le point P a hauteur 0, c’est-a-dire s’il
est de torsion.

En outre, si le rang de la courbe est 1, on sait que R(E) = /};(G), o G est
un générateur de la partie infinie du groupe de Mordell-Weil, donc on peut
écrire P = IG+T,avecl € Z,T € E;(Q), et on en déduit que E(P) = ZQE(G).
En utilisant la formule donnée par la Conjecture 1.8.5 (BSD), on obtient la

formule :
B dm)/iD]
mE) P ivem) Er s

ol ¢(F) est le produit des nombres de Tamagawa (y compris ¢ ). En général
on ne connait pas la valeur de |III(F)|, mais on sait qu’elle est trés souvent
égale & 1, et que, si le rang est 1, elle est toujours le carré d’un petit entier.

Maintenant on va donner une conjecture de Gross-Zagier qui nous permet
de considerer le cas général, avec ged(D,2N) quelconque et D discriminant
fondamental quelconque.

Conjecture 2.2.2 (Gross-Zagier) Soit E une courbe elliptique de rang
analytique 1, et soit D un discriminant fondamental négatif, qui est un carré
modulo 4N . Supposons que L(Ep,1) # 0 et que pour tout p|ged(D, N) on
ait a, = —1. Alors

B o BWIDIwD)/D? e,
mEm O mamEeE 2

(Ep,1), (2.1)

ot w(D) est le nombre de racines de l'unité dans Q(v/D) (c’est-a-dire,
w(=3) =6, w(—4) =4 et w(D) = 2 pour D < 4) et w(ged(D, N)) est le
nombre de facteurs premiers distincts de ged(D, N).

La condition a, = —1 pour p|ged(D,N) est nécessaire pour obtenir un
point d’Heegner et pour la validité de la formule. En outre, elle implique que
e(Ep) =1, ce qui nous permet de calculer L(Ep, 1) par la formule :

L(Ep,1) =2 Z n p=2mn/vVNp

n>1
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Chapitre 3

Aspects algorithmiques de la
méthode des points d’Heegner

3.1 L’algorithme de base

On va maintenant décrire une simple version de l’algorithme des points
d’Heegner, qui permet, étant donné le modéle minimal d’une courbe ellip-
tique de rang 1, de calculer un point de non torsion sur la courbe.

On a programmé cet algorithme en PARI GP, donc on va supposer, doré-
navant, d’avoir & disposition certains outils de calcul, qui sont déja program-
més dans le logiciel.

Algorithme 3.1.1

1. Tout d’abord, il faut calculer un certain nombre de valeurs associées &
la courbe E| en particulier, son conducteur N, les générateurs du réseau
Ap, notés par wi(E) et wa(E), le volume Vol(E) du parallélogramme
fondamental et L'(FE,1), donné par la formule :

L'(B,1) = 2; a”?(lE) B <2;£> :

ot By(x) = [ dt.

2. On fait une boucle sur les discriminants fondamentaux D tels que D
est un carré modulo 4N et a, = —1 pour tout p|ged(D, N).
Pour chaque D on calcule

an D —2mn
L(Ep,1) =23 " <n> P <\/NDZ/gcd<D,N>> ’

n>1
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et Uon vérifie que L(Ep, 1) soit différent de 0 (dans le cas contraire, on
passe au D suivant).

. On choisit 3 € Z/(2N)Z tel que D = 3* mod 4N et on calcule

() /D](w(D) /2)°2(E=AP-N)

2 _ w1
m? = wi (E) AVOl(E) [ E,(Q)?

L(EDvl)

2 2

(m? correspond a % dans la formule (2.2.2)), et on vérifie que m
soit différent de O (sinon on passe au D suivant).

. On utilise le sous-algorithme 3.3.1 (présenté ci-dessous) pour calculer
une liste £ de répresentants des classes des formes quadratiques définies
positives de discriminant D, (4, B, C), telles que N|A, A minimal et
B =03 mod 2N.

On accouple les formes (A, B,C) et (A, B',C") quand (A’, B',C") est
équivalent a (CN, B, A/N).

. On calcule la précision nécessaire par la formule :

_ [d+1log(2) +log(|£]|) + 2K (E)
" [ Log(10) W

ou K(F) = W—i—u(E)—i—l.QéM (voir la formule (1.1) et le Paragraphe
3.2.2),

) _ L B@QPL(E )
d=2[ME)R(E) = 2=y oy

ou la derniére égalité est obtenue grace a la conjecture BSD.

z= Z 90<_B;_A\/E>E(C,

(A,B,C)eL

. On calcule

en utilisant la formule ¢(7) = 37 o, %2¢" (¢ = e

® (_BQ,}\@) = (%) si (A,B,C) et (A, B’,C") ont été accou-
plés au pas 4.

27T et le fait que

. Soit e I'exposant du groupe E;(Q),l = ged(e,m™) = ged(e,m?),m’ =
ml. Pour tout couple (u,v) € [0,m' — 1]2 on pose
_lzFuwi(E) + vwo(E)

Zu,w m

et on calcule x = p(2,,). Pour tout (u,v) tel que x € R on vérifie si
x est proche a un nombre rationnel X = 7 ayant pour dénominateur
un carré, et en ce cas la on vérifie s'il existe un rationnel Y = 75 tel

que (3, ) € E(Q).
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3.2 Remarques et améliorations a ’algorithme

3.2.1 Accouplement des formes

En utilisant la troisiéme partie du Théoréme 2.1.7 et en remarquant que si la
classe d’idéaux [a] correspond & la forme (4, B, C), alors [a~'n] correspond
a (CN,B,A/N), on peut accoupler les formes quadratiques de la liste £ et

calculer (1) pour environ la moitié d’elles.
3.2.2 Précision
Pour qu’il soit possible de reconnaitre z avec la méthode des fractions conti-

nues, on a besoin que ’erreur soit

FT g

ol q est le dénominateur de la fraction cherchée. En outre, vu que on somme
|£] termes, lerreur sur chacun d’eux doit étre

/

€ < —
2¢2| L]
mais alors la précision nécessaire doit étre

log(2) + 2log(q) + log(|£])
log(10)

Or, si P est le point qu’on va détecter, alors
log(q) < h(P) < h(P) + K(E).

Enfin, on rappelle que le point P va étre de la forme P = /|III(E)|G + T,
ol GG est un générateur de la partie infinie du groupe de Mordell-Weil. Ainsi
h(P) = |II(E)|h(G) = |II(E)|R(E), ce qui prouve la formule donnée.
Dans les calculs des séries de la forme ) -, zpef™ ou k est une constante,
on s'arréte évidemment dés que €™ < 107P, c’est-a-dire n > m.

Enfin, pour le calcul de L'(E,1) = 3" -, 42 E;(kn), on utilise la minoration

suivante : .

Ei(x) = / ert <e”®

et on se rameéne au cas précedent.

On remarque que le calcul le plus cotiteux de I'algorithme est celui de z,

qui demande environ AP termes.
m/|D]
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3.2.3 Choix du disciminant fondamental

On remarque que le choix du plus petit discriminant fondamental n’est pas
toujours le meilleur. En effet, vu que le nombre de termes de la série a calcu-
ler est un multiple de Amax/m, ol A est le plus grand des premiers
coeffiecients des formes (A, B,C) € L. Donc, surtout si 'on utilise la mé-
thode d’Atkin-Lehner (voir le Paragraphe 3.4), qui permet de garder petits
les A, indépendamment du discriminant fondamental D, on est interessé &
augmenter la taille de D, de facon que le nombre de termes & calculer dimi-
nue. Par contre, il faut remarquer aussi que pour le calcul de L(Ep,1) on a
besoin d’un nombre de termes proportionnel & D, donc on ne peut pas non
plus I'augmenter trop.

3.2.4 Boucle sur les z,,

On va maintenant expliquer le pas 7 de 'algorithme.

Soit P € E(Q) le point correspondant & z € C/Ag. P est de la forme
P=mG+T,ouT e E/(Q) et G générateur de la partie infinie. Si l’ordre
de T est premier avec m, on peut écrire P = mG + mT’, pour un certain
T' € E;(Q), donc le point G +T” correspond & z/m + w, avec w € Ag/m, ce
qui explique les 2y 4.

Si, par contre, m n’est pas premier avec 'ordre de T, on a quand méme
IP = m/G + IT (avec les notations de l'algorithme), et 'ordre de IT est
premier avec m’, donc on peut appliquer la méthode précedente avec Iz & la
place de z.

En outre, on peut se réduire a calculer seulement m' ou 2m’ z,, au lieu
que (m/)2. En effet, on cherche un point z = \jwi(E) + Aaws(E) € C/Apg,
qui correspond & un point & cordonnées réelles dans F, et cela est verifié si
et seulement si :

1. Ay € Z si disc(F) < 0,
2. Ay € 3Z si disc(E) > 0.

On obtient donc les points :

1. sidisc(E) < 0: 2z, = (lRe(z);ywl(E)) + OWIQ(lE), avec o = % pour

u=0,...,m —1,

2. sidisc(E) > 0: z, = ZRC(Z);% et 2 = ch(zJ;z;/m(E)) + w22(e) pour

les mémes wu.
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3.2.5 Calcul des séries comme polynémes

Du point de vue computationnel, pour évaluer une série ) -, xpq" il est
plus rapide de calculer le vecteur des x,, et aprés ’évaluer comme polynome
(en multipliquant enfin par ¢ le résultat obtenu), plutot que sommer terme
a terme, car il existe des algorithmes trés rapides pour 1’évaluation des po-
lynémes, surtout si le vecteur des coefficients contient beaucoup de zéros,
comme il arrive souvent dans notre cas, quand on travaille avec les a,,.

3.2.6 Calcul des a, par récurrence

Quand le conducteur de la courbe, N, est trés grand, il peut arriver que le
nombre de termes a calculer pour la série des ¢(7) soit plus grand que la
longueur maximale consentie pour un vecteur, appelons-la L.

En ce cas 13, il faut travailler par récurrence, en essayant d’étre le plus

astucieux possible...

Soit nmax < L2 le nombre de termes & calculer, et soit fois = [nmax/L] le

nombre minimal de vecteurs nécessaires pour contenir tous les coefficients

(dans nos applications, L ~ 16 * 105 nmax ~ 10%).

On commence par calculer le premier vecteur vs, avec les a,, de 1 4 L (cela
est trés rapide a calculer en PARI GP, grace a la fonction ellan (qui utilise
Shank-Mestre pour les courbes générales, et Cornacchia pour les courbes a
multiplication complexe, voir le Paragraphe 3.6).

On va garder le vecteur vs jusqu’a la fin des calculs.

Pour chacun des vecteurs suivants, on calcule les a,, en utilisant les for-
mules :

apg = Aplq si ged(p,q) =1
Ak = apayk-1 — X(p)payk-2  si p premier,
. 0 si p est un premier de mauvaise réduction,

— Si p premier > LL = y/nmax + 1, alors on sait qu’il ne peut apparaitre
que a la puissance 1, et on peut donc calculer tous les a,; contenus
dans le vecteur comme apa; ot j est (pour nos valeurs de L et nmax)
< L, donc a; est dans le vecteur vs.

— Pour ce qui concerne les autres n, qui ont tous leurs facteurs premiers
< L, on peut, par exemple, les decomposer comme PQ ou Q est p°, p le
plus grand premier dans la factorisation. Alors, soit P soit Q est < L,
donc au moins une des deux valeurs de a,, est repérable dans le vecteur
vs, et on appelle donc trés rarement la fonction pour calculer les ag,
qui est plitot couteuse en termes de temps.

sinon.
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Remarque

Il existe un algorithme, di & Buhler et Gross, (|[BG]), qui permet de stocker
un nombre minimal de valeurs (y/nmax) et de calculer tous les a, avec le
nombre minimal de multiplications possible. On s’est donc inspiré a celui-1a,
mais on n’a pas pa l'utiliser exactement tel qu’il est, car il ne calcule pas
les a,, dans ordre (ce qui nous est trés pratique pour 'évaluation comme
polynomes) et il est trés cotiteux du point de vue du temps nécessaire pour
I’évaluation des polyndmes.

3.2.7 La constante de Manin et le groupe de Tate-Shafarevich

Dans l'algorithme, on suppose que la constante de Manin et la cardinalité
du groupe de Tate-Shafarevich soient 1, mais il pourrait arriver que cela ne
soit pas le cas.

Si |II(E)| # 1 au lieu que trouver un générateur du groupe de Mordell-
Weil, on risque d’en trouver un multiple. Cela n’est pas grave pour notre
but, vu que & partir d’'un point d’ordre infini, il est facile de trouver un
générateur, par contre cela va nous demander une précision plus haute, ce
qui n’est pas du tout agréable dans ’algorithme. Donc il est mieux, dans cette
éventualité, de diviser z par des petits entiers. D’autre coté, si la constante
de Manin est différente de 1, alors il faut multipliquer z par des petits entiers,
qui techniquement répresentent le degré d’isogénie entre la courbe E et la
courbe de Weil forte dans sa méme classe d’isogénie.

3.3 Sous-algorithmes

Sous-algorithme 3.3.1 (calcule la liste L)

Etant donné un discriminant fondamental D et 3 tel que 32 = D mod 4N,
on calcule la liste £ utilisée dans ’algorithme :

1. (Initialisation :) on calcule le nombre de classes de formes de discrimi-

nant D, h(D).
On initialise £, £ < () et on choisit b tel que b= mod 2N.
2. (On remplit les listes :) on pose R «— ij\,D et pour tout diviseur positif
dde R :
— on pose f «— (dN,b, R), f. « la forme quadratique réduite equiva-
lente & f. '

—si fr & L, L — L, U{f}, on calcule f' = (A, B',C") équivalente
a f, toujours avec N|A’' et B'= B mod 2N, mais avec A’ minimal
(on utilise le Sous-algorithme 3.3.2) et on pose £ «— LU {f’}
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3. (Fin?)Si|L| < h(D), b+« b+ 2N et on retourne au pas 2, sinon FIN.

Sous-algorithme 3.3.2 (pour calculer une forme quadratique f' équiva-
lente a f mais avec A minimal)

Etant donné f = (A, B, C) une forme quadratique définie positive de discri-
minant D < 0 avec N|A, on calcule f' = (A, B’,C’) équivalente & f, avec
N|A,B' = B mod 2N et A’ minimal.

|D]

A/N)?*

Avec une méthode raisonnable quelconque, on cherche un couple (cg, dy),
avec ged(coN, dg) = 1 et tel que (cou + do)? + C(Q)’Ug = my soit le plus
petit possible pour la méthode choisie (par exemple, on peut poser
co + 0,dg «— 1 et mg < 1).

On pose L «— +/mp/ve; si L < 1 on sort le résultat (A, B,C') et on
termine ’algorithme, sinon, on pose ¢ «+— 0 et on va au pas suivant.

1. (Initialisation :) on pose u « 2;‘}3]\,,@2 -

2. (Boucle sur ¢ :) on pose ¢ < ¢+ 1. Si ¢ > L on va au pas 3, sinon on
pose d < |—cu]* (Pentier le plus proche & —cu, premier avec cN) et
r— (cu+ d)? + Pus.

Si r < myg, on pose mqg < r,co «— ¢,dg « d et L « y/mg/ve. Aller au
pas 2.

3. (Trouver la forme :) si mg = 1, on retourne (A4, B, C), sinon on calcule
(par Palgorithme d’Euclide étendu) ag, by tels que agdg — bgNeg = 1,
on retourne f' = (A’, B',C") = f(apx + boy, coNx + dpy) et on termine
I’algorithme.

Preuve de I’algorithme

Soit 7 = = 2":4‘/5 la racine complexe associée a la forme quadratique (A, B, C),
et solent z = Re(7) = — &, y = Im(7) = —Vglf‘. Trouver une forme quadra-

tique (A’, B',C"), équivalente a (A4, B,C) mais avec A’ minimal équivaut a
trouver 7' avec partie imaginaire maximale. On remarque que les rélations
N|A" et B = B’ mod 2N sont gardées par v € SLa(Z) si et seulement si

v € T'o(IN), donc + est de la forme < ]\C;c b )

Dans ce cas 1a, Im(y(7)) = Im(7)  Alors on veut |Ner 4 d|? minimal.

" [Ner+d?-
On a:

|Ncr +d|? = (Nex + d)? + N?Py? = (cu + d)* + g,

avec les mémes notations que dans l'algorithme. On peut obtenir triviale-
ment la quantité myg, en posant ¢ = ¢g et d = dy (voir pas 1). Donc si I'on
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seul d qui donne la valeur minimale : ’entier le plus proche a —cu premier
avec c¢N (car au pas 3 on doit appliquer 'algorithme d’Euclide étendu).

veut qu’elle soit < my, il faut que ¢ < L. Dés qu'on a fixé ¢, il y a un

3.4 Opérateurs d’Atkin-Lehner

Notations
On définit :
Hﬁ = {points d'Heegner de discriminant D et niveau N},
HR(B) = {reHL, tels que, si (4, B,C) est la forme quadratique associée a

7,alors B=3 mod 2N}.
HY(B) = HR(B)/To(N).

Soit 7 un point d’Heegner de discriminant D et niveau N, auquel est as-
sociée la forme quadratique (A, B,C), et soit @ un diviseur positif de N
tel que ged(Q,N/Q) = 1. Alors, il existe u,v € Z tels que la matrice
o u@ v . :
Wo = ( N Q ) ait pour determinant Q).
On appelle W une matrice d’Atkin-Lehner pour le diviseur @ de N (plus

en général on pourrait prendre Wg = < Zj}% Zlé? > avec det(Wg) = @,
mais il est facile de prouver que toutes ces matrices sont équivalentes modulo
laction de T'og(N)).

On peut vérifier que Wé = @, avec v € I'y(NN), donc l'action de Wy par

transformations fractionnelles linéaires (c’est-a-dire Wo(7) = 1;\%:8 ) est une

involution pour les fonctions invariantes par I'o(N). Dans notre cas, Wé(r)
est donc dans l'orbite de 7 par Paction de I'g(N).
Si on applique Wy a la forme (A, B, C') on obtient (A, By,C4), ot :
Ay = AQu®+ BNu+ (N?/Q)C
B, = 2Aw+ B(N/Q)v+ QBu+2CN
C1 = (A4/Q)v*+ Bv+CQ.

Or, on peut vérifier que N|A; et ged(A1/N, B1,CiN) =1, donc Wg(r) est
encore un point d’Heegner de niveau N et discriminant D.
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En outre on a que ¢ = ¢ o W et donc
(1) = £p(Wq(7)) + (un point de torsion),

ol le signe est donné par eq =[] €p, 01 £p est le "root number" local de
FE en p, donc on a

P = Z o(r) = Z eqp(Wq (7)) + (un point de torsion)
TeHD () TeHB ()

On veut donc utiliser ces opérateurs pour remplacer les répresentants 7
qu’on utilise dans ’algorithme 3.1.1 par des autres répresentants, de la forme
Wo(7'), mais qui aient partie imaginaire plus grande (A; plus petit) et donc
qui nécessitent moins de termes & calculer. Le seul probléme est que ’action
de Wg ne préserve pas la rélation By = 3 mod 2N.

Soit (A, B,C) une forme quadratique de discriminant D, avec B = ('
mod 2N ot 3 est une racine carrée quelconque de D mod 4N. On veut
savoir quelles sont les transformations W qui envoyent (A, B, C') dans une
forme (A1, By, Ch) telle que By = 8 mod 2N. Soit p un diviseur premier de
N. On peut remarquer que :

— Si p|ged(D, N), alors v,(ged(D, N)) = 1 et toutes les racines carrées

de D mod 4N sont =0 mod p, donc =3 mod p;

~ si p¥ || Q, alors By = —B mod p*;

— si p* | N/Q, alors B; = B mod p*;

— sl p t ged(D, N), alors p 1 By, B, 3,3 donc on n’a que deux racines
carrées de D mod p* (B et —3 évidemment) sauf dans le cas p = 2 et
va(N) > 2, ol on a quatre racines carrées mod 2+ (il y a un 2 qui
vient du facteur 2 de 2N). Ence caslaona 8 € {3, —3, B+2F, —3+2F}
et si 3 est une des deux derniéres racines, il n’y a aucun moyen de
Penvoyer sur 8 par une transformation Wy.

Donc on construit
Q=d 11 P,
pk||N,B'#6  mod p*

avec d|ged(D, N) et, quitte a vérifier B = +8 mod 22N+ on est sar
d’obtenir un point d’Heegner dans Hﬁ(ﬁ).
On a un analogue du Théoréme 2.1.7 :

SO(WQ(([a B))) = 6@90((lq*1,ﬂ’)) + (un point de torsion),

avec q = (QZ + =2:YP7). En outre si m ~ (In™!) (donc o((1, B) =
©((m, 3))), mais ici ¢~! = g, donc dans C/Ag, & un point de torsion prés,
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on a :

p(Wo((L,9) = equ((la™", 3)) = eqw(((la~'m) ™", 5)
= eqe(((lam)™, 8")) = (Wo(((n) ™1, 8)) = ¢(Wo((m, 8)))

donc (I, 3) peut étre accouplé si et seulement si Wg(([, 3)) peut.

On va maintenant décrire 1’algorithme pour trouver une liste de formes
quadratiques (avec leur poids) avec petits coefficients A, qui peut remplacer
les deux sous-algorithmes utilisés pour 1’Algorithme 3.1.1.

L’idée est de parcourir les formes (aN, b, ¢) avec a petit, et essayer de les en-
voyer dans une forme (4, B, C) avec B = 3 mod 2N par une transformation
Wo.

Sous-algorithme 3.4.1 Etant donnés D, N on trouve des bons réprésen-
tants des T.

1. Choisir 3 € Z/2NZ, 3> = D mod 4N. Poser U « (), R « .
2. Tant que |R| # |CI(Q(v'D))| :

3. faire une boucle sur a de 1 & co et b € Z racine carrée de D mod 4N
(b= =43 mod 2¢t! ou 2F | N);

4. faire une boucle sur les solutions s de I’équation Ns? + bs + % =0
mod a;
. o ((b+2Ns)2—D)\ .
soit f = (aN,b+ 2Ns, 4(175]\,) ;

faire une boucle sur les diviseurs positifs d de ged(D, N)

poser Q — d ][k np2s mod pk)pk, g WQT(f) (9 € HR(D))-

Calculer les formes réduites équivalentes a g et g et si elles ne sont pas
déja dans R, les ajouter & R et ajouter & U f avec poids € si g ~ 7,
2eq sinon.

© N = o

Donc on trouve z = 3 ¢y wt(f)p(7y), ot wt(f) est le poids associé & f dans
I’algorithme précedent.

3.5 La méthode de Cremona-Silverman

Je voudrais remercier Monsieur Cremona pour avoir eu la gentilesse de m’ex-
pliquer personellement 1’'idée de sa méthode.

A la fin de ’algorithme des points d’Heegner on doit reconnaitre un nombre
rationnel & partir d’un réel en précision flottante, en utilisant les fractions
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continues. Cela nous impose de doubler la précision par rapport a la di-
mension du dénominateur de la fraction qui nous intéresse. En outre, si ['on
utilise les fractions continues, on ne peut pas profiter du fait qu’on sait en
avance que ce dénominateur va étre un carré.

Cremona, en lisant un article de Silverman, "Computing rational points
on rank 1 elliptic curves via L-series and canonical heights", a eu I'idée qu’on
va décrire.

Soit P € E(Q) le point qu'on veut reconnaitre. On connait son ap-
proximation réelle, mais aussi sa hauteur canonique, grace au théoréeme de
Gross-Zagier (Théoréme 2.2.1).

Or, on peut écrire la hauteur canonique d’un point comme une somme de
hauteurs locales :

h(P) =hoo(P)+ > hy(P)

p premier

On sait que la hauteur locale ﬁp(P) est nulle si P n’a pas mauvaise réduction
en p, donc il suffit de se restreindre aux premiers p qui divisent N.

Soit d le dénominateur de l’abscisse du point P. Si p|d, alors ﬁp(P) =
vp(d) log(p). Par conséquent on obtient la formule suivante :

A(P) = hoo(P) +log(d) + > Ty(P).
p|N,ptd

Le théoréme suivant donne les formules pour calculer les hauteurs locales :

Théoréme 3.5.1 Soit E une courbe elliptique définie sur Q par une équa-
tion générale de Weierstrass, qui est minimale en p, et soit P = (z,y) €
E(Q). Définissons les fonctions 1o et 13 par :

Yo (P) =2y + a1z + a3
Y3(P) = 3z 4 b2$3 + 3b4£62 + 3bgx + bg.

Ona:
1. Siv,(322 + 2a9z + as — a1y) < 0 ou v,(2y + a1 + a3) < 0, alors

hy(P) = max(0, —v,(x)) log(p),

2. sinon, sivy(cs) = 0, alors soient N = v,(disc(E)) et M = min(v,(¢2(P)), |

alors
~ M(M — N)

hyp(P) = I log(p),
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3. sinon, st vy(P3(P)) > 3vp(Y2(P)), alors

() = ~30p(2(P) logp),

4. sinon,

ol(P) =~ {0p((P)) og(p)-

Comme conséquence de ce théoréme on a que, étant donné un premier p
divisant le conducteur d’une courbe elliptique F, on peut se restreindre a un
ensemble fini de hauteurs locales EP(P) possibles, pour tout point P (voir le
Paragraphe 3.5.1).

En outre, il existe un algorithme, qui ne dépend que de I’approximation réelle
de l’abscisse de P (voir [Cohl] ou [Cre|) pour calculer la composante a I'infini
de la hauteur canonique, EOO(P). Dong, quitte a considérer un ensemble fini
de hauteurs locales possibles pour les premiers p qui divisent le conducteur
N, on peut calculer :

log(d) = h(P) — hoo(P) = > hy(P).

Enfin, comme d = ¢ est un carré, on a :

~

2log(c) = log(c?) = h(P) — hoo(P) = Y hy(P),
p|N,ptd

et comme ¢a on peut calculer le dénominateur de la fraction cherchée avec
une précision qui est environ la moitié de celle réquise par l'algorithme de
base.

Une fois trouvé le dénominateur d, il faut récupérer le numérateur n, et pour
cela il faut faire un peu plus attention. En effet, on ne peut plus profiter
du fait qu’on cherche un carré, et donc la précision suffisante pour trouver
d pourrait se révéler insuffisante pour n, mais cela généralement peut se
résoudre facilement en décalant de quelques unités la valeur trouvée n = |xd)|
ou z est I’approximation réelle de ’abscisse du point P.

Remarque

Quand on utilise la méthode de Cremona-Silverman, il faut faire attention a
calculer L'(E, 1) avec une précision suffisante. En effet, dans I'algorithme de
base on n’a pas besoin d’une bonne précision, vu que L' (E, 1) sert juste a nous
donner la précision nécessaire pour le calcul de ¢, donc un arrondissement par
exces ne peut pas étre dangereux. Par contre, quand on utilise la méthode
de Cremona, on a besoin de calculer avec une bonne précision la hauteur
canonique du point qu’on va trouver, et cela dépend de L'(E, 1).
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3.5.1 Les sous-algorithmes

Sous-algorithme 3.5.1 Calcul de I’ensemble fini des hauteurs locales pos-
sibles.

1. On initialise R « [0],
2. on fait une boucle sur les premiers p|N,

3. si p?|disc(E) on calcule le vecteur V des E,,(P) possibles avec le sous-
algorithme 3.5.2,

4. on remplace R «— R’ ou R’ et un vecteur de longueur len(R') =
len(R)len(V) (ici len denote la longueur d’un vecteur) rempli avec
toutes les sommes possibles d’un élément de R et un élément de V',

5. ala fin de la boucle, on retourne R.

Remarques
— On a besoin de calculer les hauteurs locales possibles pour le premier
p seulement si p?| disc(E). En effet, si le point P a mauvaise réduction
en p on a deux possibilités :

1. Soit p|cs, mais alors p?|N et donc p?|disc(E),

2. sinon p { ¢4 mais alors la seule possibilité de mauvaise réduction
pour P en p est le cas 2) du théoreme 3.5.1. Mais alors on a N =1
et M =0, donc il ne nous reste que hy,(P) = 0.

— En utilisant ce sous-algorithme, il se peut qu’on calcule aussi la hauteur
local pour les premiers p qui divisent le dénominateur de 1’abscisse du
point qu’on veut trouver ; cela ne doit pas nous inquiéter, car, comme
on verra dans le sous-algorithme 3.5.2, dans chaque vecteur des hau-
teurs locales possibles il y a 0 donc une des possibilités sera quand
méme la bonne.

Sous-algorithme 3.5.2 Etant donnés une courbe elliptique E et un premier
p, on calcule l'ensemble fini des hauteurs locales possibles hy(P), d’un point
P € E(Q) quelconque.

1. On calcule le type de Kodaira K de la courbe E au premier p.

2. Si K = I, alors on calcule n = v,(disc(E)), n' = 3] et on retourne
V= [O,...,%log(p),...,n”fi,log(p)] (j vade0an');

3. si K =1, alors on retourne V = [0, —1, —1 — m/4] log(p) ;
4. si K =11 ou K =1II* ou K = : on retourne V = [0].
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5. si K =1II, on retourne V = [0, —1/2]log(p) ;
6. si K =1V, on retourne V = [0, —2/3] log(p)

7. si K = IIT* on retourne V = [0, —3/2]log(p) ;
8. si K =1IV* on retourne V = [0, —4/3]log(p).

)

Remarque Pour les types de Kodaira LI, IT* et I, la liste des hauteurs
locales possibles dérive directement du Théoréme 3.5.1, par contre, pour les
autres types de Kodaira la démonstration que la liste est bien celle donnée
par l'algorithme ci-dessus est un peu plus laborieuse : en fait, dans les autres
cas on peut se réduire, sans perte de généralité, au cas ou P = (0,0) et sa
réduction est additive. A ce point 14 il suffit d’étudier les possibles valuation
en p de as (si on est dans le cas (3) du theoreme 3.5.1, c’est-a-dire si le type
de Kodaira est IV ou IV*) ou bg (dans le cas (4) du théoréme, i. e. pour les
types de Kodaira III, IIT*, Ijj et I ), en suivant les étapes de l’algorithme de
Tate (voir [Sil]), et pour cela on renvoye a l'article de Cremona, Prickett et
Siksek, [CPS].

Sous-algorithme 3.5.3 Etant donné z € C/Ag correspondant & un point
rationnel de la courbe E on le reconnait avec la méthode de Cremona-Silverman :

1. On calcule 'approximation réelle de I'abscisse du point P cherché :
z=p(2);

2. on calcule la hauteur a l'infini du point P (en ne connaissant que )
hoo(P) 5

3. on calcule le vecteur C' des w ou les \; sont les hauteurs

locales possibles calculées avec I'algorithme 3.5.1.

4. on fait une boucle sur les éléments du vecteur C' et pour chacun d’eux
on essaye de reconnaitre 1’abscisse du point P comme une fraction
ayant pour dénominateur |C/[i]?].

3.6 Calcul des a, sur une courbe & multiplication
complexe

Comme on a vu au paragraphe 1.10, si la courbe elliptique E a multiplication
complexe par un ordre quadratique imaginaire, alors on peut profiter du
théoréme 1.10.5 pour avoir un algorithme trés rapide pour le calcul des ay, :

Sous-algorithme 3.6.1 Etant donné une courbe E et un premier p, on
calcule ay.
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. Si p < 100 on calcule a, avec la fonction de Jacobi et on termine
I’algorithme, sinon on continue.

. On vérifie si j(E) € {j(7)|r les 13 nombres quadratiques imaginaires
associés aux ordres de multiplication complexe}, si oui on pose D =
le discriminant de l'ordre quadratique trouvé et on continue, sinon il
faut calculer a, avec les méthodes habituelles car £/ n’a pas de multi-
plication complexe.

. Si D¢ {-3,—4,—-8,—16}, on vérifie que (%) # —1 (si cela est le cas
on retourne 0 et on termine 'algorithme) et on cherche a et b tels que
a? — Db? = 4p (avec I'algorithme de Cornacchia). Cela est équivalent
a %%@ = p, donc grace au théoréme 1.10.5 on sait que, quitte

a+bv/D
2

a changer le signe de 7 = , O aura : a, = a.

. Di D= -3,—4,-8,-16, l'algorithme est un peu plus compliqué mais

I'idée est la méme : on cherche & factoriser p = 77 avec m = @

de facon que a, soit égal & a, quitte & le multiplier par une racine de
l'unité dans le corps quadratique Q(v/D).

. On retourne a.
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Chapitre 4

Quelques calculs avec la
méthode des points d’Heegner

4.1 Courbes associées aux nombres congruents

On sait que si n est un nombre congruent, alors la courbe elliptique donnée
par I’équation

3 2

y? = 2% —n’x

a pour rang 1.

Cette classe de courbes permet des calculs plus rapides par rapport a des
courbes quelconques, car toute courbe associée & un nombre congruent est
dotée de multiplication complexe, donc le calcul des a,,, qui est la partie qui
prend la plupart du temps dans l'algorithme, va étre beaucoup plus rapide.

Exemple 4.1.1 On va commencer par chercher un point d’ordre infini sur
la courbe E : y?> = x® — 157%x.

La courbe E a pour discriminant disc(E) = 958468597212736 et pour conduc-
teur N = 788768.
On calcule tout d’abord la valeur de L'(E, 1) et on trouve

L'(E,1) = 11.42594450073401526034396118

(on travaille au début en précision 28).

Aprés on cherche un discriminant fondamental négatif D tel que D soit un
carré modulo 4N, et que a, soit égal & —1 pour tout premier p| ged(D, N). Le
premier D qui satisfait ces conditions est —31 mais en calculant L(FE_31,1)
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on trouve qu’il est 0, c’est-a-dire la tordue quadratique par —31 n’a pas pour
rang 0, et donc elle ne va pas marcher pour nos objectifs.

On passe donc au discriminant fondamental suivant, D = —39, et on vérifie
que en ce cas 1a L(F_39,1) est bien différent de zéro.

On cherche une liste £ de formes quadratiques définies positives de discrimi-
nant D par le sous-algorithme 3.4.1, ce qui nous donne :

L ={f1 = (788768,1275547,515684), fo = (1577536, 1275547,257842)},

ou chacune des deux formes a pour poids 2.

On calcule la précision nécessaire, qui est 29 si I'on utilise les améliorations
dies a Delaunay-Watkins et Cremona-Silverman.

On calcule enfin

z = 2Re(p(f1) + ¢(f2))

(ot (f) = @(r(f)) avec 7(f) = =BEYL si f = (A, B,C), D = B2 — 4AC)
et on trouve z = —5.6391112750083176600769616631, ou bien, en réduisant
modulo la période réelle wi, z = 0.010989034871117828903024377062. On

calcule aussi m = ; =4

NI

A ce point 14 on peut trouver le dénominateur de I’abscisse du point cher-
ché avec la méthode de Cremona-Silverman, d = 2825630694251145858025,
ensuite reconnaitre 1’abscisse
x = —166136231668185267540804/2825630694251145858025 et enfin le point
P cherché, qui a hauteur canonique E(P) = 54.60 :

~ 166136231668185267540804 167661624456834335404812111469782006
2825630694251145858025 *  150201095200135518108761470235125 '

Remarque :

Cette courbe est le premier exemple significatif avec lequel on a testé 1'al-
gorithme qu’on était en train d’implémenter. Initialement, c’est a dire sans
aucune amélioration a l'algorithme de base, cela requierait le double de la
précision donnée dans l'exemple, et prenait un temps d’environ une minute
et 43 secondes.

Maintenant, aprés avoir implementé les améliorations de Delaunay-Watkins
et Cremona-Silverman et en ayant compilé en C la fonction crée en gp (en
modifiant manuellement la gestion de la mémoire) on a besoin de la moitié
de la précision initiale, et on a réussi a réduire le temps des calculs a environ
7 secondes, c’est a dire moins d’un dixiéme du temps que cela prenait au
début.
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Exemple 4.1.2 On va considerer maintenant une courbe avec conducteur
plus grand, qui nous a rendu indispensable de travailler par récurrence sur les
an, (vu que le nombre de termes nécessaires pour le calcul des ¢ est 26373340)
et d’améliorer la gestion de la mémoire faite par gp.

On considére la courbe
E:y? =a% —373%.

Elle a pour discriminant disc(FE) = 172358602780396096 et pour conducteur
N = 4452128.

Le premier discriminant fondamental qui satisfait nos conditions est D = —7,
mais on a L(E_7,1) = 0, donc on passe au D suivant, ¢’est-a-dire D = —31,
et celui-la donne une tordue quadratique de rang 0.

La liste £ est donnée par :

L= {f1 = (4452128,8719537, 4269325), f, = (4452128, 7141169, 2863591)},

avec poids réspectivement 1 et 2.

On trouve donc z = —1.42518326222058367065723646463676464375266404—
0.1357649938694667148186647151855635934445354841, qui réduit modulo w;
et wy donne z = —0.0675333235259165224705893127811287093073082779.

On calcule aussi m = \L[lI(E)| = 4. A partir de cela, en utilisant la

méthode de Cremona-Silverman on obtient le point P, de hauteur canonique
h(P) = 90.78. Son abscisse est :

_268218643743370556175474368869395176964
6778546174429814941499165353424170225

et son ordonnée est :

~ 41174881115960557363822796228215014576995245560839387280966
- 17648379667315310098307681890164392953422127043848359625

Remarque : Ce calcul, qui aurait été impossible avec la méthode de base,
est maintenant possible en un peu plus qu’une minute.

4.2 Récherche de points rationnels sur des courbes
sans multiplication complexe

Quand la courbe E qu’on considére n’a pas de multiplication complexe, les
calculs deviennent plus lents, mais on peux quand méme étudier des courbes
avec conducteur environ 108,
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4.2.1 Points rationnels avec hauteur canonique élevée

On va commencer par deux exemples ol on va trouver des points rationnels
de grande hauteur canonique, respectivement 139.17 et 207, mais qui ont
conducteur assez petit, de 'ordre de 10°.

Exemple 4.2.1 On considére la courbe
E:y? +ay = 23 — 22 — 7510558592 — 7922219731979.

Cette courbe a pour discriminant disc(E) = —88105384606705423220736 et
pour conducteur N = 11682.
On calcule L'(E,1) = 4.013671856334650766897620263 et on choisit le dis-

criminant fondamental D = —8.
On trouve la liste £ = {f = (11682, 7244,1123)}, avec wt(f) = 1. On vérifie
que la précision nécessaire est 70, et on calcule

z = —0.5403300642246364783309023782569568735079813990256457004094678565607223
—1.475500791419810864025119974932737874960865677890307462938774699400487¢

ou bien, en réduisant modulo le réseau engendré par wy et ws :

z = —0.006807029831013577303682014851989187869912516356197409526080948848615448.
Enfin, en utilisant I’algorithme de Cremona, on trouve le point P = (Xp, Yp),
avec :

Xp — 5908330434812036124963415912002702659341205917464938175508715
— 152203763683746766342062599275990052120160517250149082089

Yp — 8653438978782068296663692994530037633252653862058065603280821991543313984926479058591263157
P = 1877751370619483698928554627456652271533353597543223878687572593287344871588694514187

qui a pour hauteur canonique ?L(P) =139.17.
Remarque Ce calcul ne prend que 6 secondes.

Exemple 4.2.2 Soit E la courbe elliptique donnée par I’équation :
y? + xy = 2 4+ 2 — 14179227402 — 20796724086960.

Elle a pour discriminant disc(F) = —4383597609946318178497331200 et
pour conducteur N = 20650.

On calcule L'(E, 1) = 5.088747865274074141976080138.

On utilise le discriminant fondamental D = —24 et on trouve la liste £ =
{f1i = (20650, 18324,4065), fo = 20650, 18324, 4065)}.

On calcule que la précision nécessaire est 100.
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On calcule

z = —3.778252665437689154151053016779950208195474347077267885825241611670579029370760865307952151610167162
—4.2918243394058997902917788023317635673888345653527194655002899415527796081448922472140088923246600637

c’est-a-dire

z = —0.004828502248281707064368338102355889436034303403178937162035723728646687404758761361387049278576231024,

si Pon réduit modulo wy et wy. Donc on obtient le point P = (Xp, Yp),
avec :

Xp = 5050628375957501437205064285119473146788969672864220836468529888964899745055228201268688077441/
703209176911306272589254194250747008902385577832260247765651674861582331257361204648321

Yp = 358865033051809105017875527004855987654935284305935788193213729521288036440311636992663440913989039
464080756097358075043110999066380376389317/186477652984180683104560487827396947246335470628191797
91676198148038562969974786597184309872139414644784489379980347734706600738369

Remarque Ce calcul prend environ 12 secondes.

4.2.2 Courbes elliptiques avec conducteur assez grand

Exemple 4.2.3 On commence par étudier la courbe E donnée par l’équation
2 _ .3 2
Yy +axy+y=z"+x°+ 33x + 113,
qut a pour conducteur N = 3283526.

On calcule L/(F,1) = 42.76173918812039283300052878 et on utilise le dis-
criminant fondamental D = —103.
On obtient la liste

£ = {fi = (3283526,2550185,495157), f, = (3283526, 5051021, 1942486),
f3 = (3283526, 4730677, 1703908)},

avec wt(f1) = 2, wt(f2) = =2, wt(f3) = 1.
Il faut travailler avec précision 10.

On trouve z = —5.735329262, ou bien, réduit modulo wi, z = 0.7534891338,
ce qui donne le point

P 193569 237584308
o 1017617 32461759 /)’

qui a hauteur canonique /}\l(P) = 13.18.
Remarque Pour la recherche de ce point, ’algorithme prend 1 minute et
quelques secondes.
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Exemple 4.2.4 On considére la courbe
E:y?+y=a+ 2% + 422 + 248.

Elle a pour conducteur N = 28349787.

On a L'(E,1) = 4.226526244506744757064178483.

On choisit le discriminant fondamental D = —8 et on trouve la liste £ =
{f = (28349787, 48697364, 20912267) }, avec wt(f) = 2.

On travaille en précision 6 et on obtient z = —0.634951, ce qui nous donne
enfin le point P = (11,46), de hauteur canonique B(P) = 2.83.

Remarque Avec ce choix du discriminant fondamental D = —8, ’algorithme
employe 7 minutes et 45 secondes pour trouver le point P. Par contre, si on
fait un choix plus astucieux de D, comme D = —995, on peut diminuer le
nombre de termes nécessaires pour le calcul de la série, et on obtient le point
P en 2 minutes et 40 secondes, donc moins de la moitié du temps.

4.3 Calculs de la cardinalité du groupe de Tate-
Shafarevich des tordue quadratiques

Quand on calcule la tordue quadratique d’une courbe elliptique E de rang 1
par un discriminant fondamental choisi comme dans l’algorithme des points
d’Heegner, on trouve une courbe Ep de rang 0.

On s’intéresse a calculer la cardinalité : |[III(Ep)|.

En effet, on peut utiliser la formule BSD pour le cas rang 0 :

[II(ED)|c(Ep)

L(Ep,1) =wi(Ep) =g S o

qui nous donne :
L(Ep,1)|(Ep)(Q)

[MI(Ep)| = o (Ep)e(EpD)

Exemples

1. Si on considére la courbe de rang 1 avec le conducteur le plus petit,
c’est-a-dire E : y> +y = 2% — x, qui a pourconducteur N = 37, les dis-
criminant fondamentaux possibles (jusqu’a —1000) dans ’algorithme
sont 125, et on trouve que |III(Ep)| vaut : 1 75 fois (60%), 4 13 fois
(10.4%), 9 22 fois (17.6%), 16 une fois (0.8%), 25 11 fois (8.8%) et 49
3 fois (2.4%).
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2. Soit F la courbe elliptique d’équation y> —y = 3 + 22, qui a pour
conducteur N = 43. On trouve 132 discriminants fondamentaux (jus-
qu’a —1000), et on calcule les |III(Ep)| correspondants. On trouve 1
66 fois (50%), 4 19 fois (14.4%), 9 25 fois (19%), 16 8 fois (6%), 25 8
fois (6%), 36 une fois (0.8%), 49 4 fois (3%) et 121 une fois (0.8%).

3. Soit E la courbe elliptique d’équation 3%+ zy +y = 2> — 22 et conduc-
teur N = 53. En faisant les mémes calculs on trouve 131 discrimi-
nants fondamentaux, et les |ILI(Ep)| correspondants valent : 1 66 fois
(50.4%), 4 21 fois (16%), 9 25 fois (19%), 16 6 fois (4.6%), 25 8 fois
(6.1%), 36 2 fois (1.5%) et 49 3 fois (2.3%).
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Annexe A

Le code du programme en

PARI GP

install(poleval,GG) ;
install(polevalshort,GGL) ;
install(ellheightoo,GGp) ;
install(veceint12,GGGp) ;

\\ kkxkkkxkkkkk CREMONA LAMBDALIST ssskkskskkskkxk

lambdal(E,p,discr)=
{
local(kod,m,n,nl);
kod=elllocalred(E,p) [2];
if (kod>4,
m=kod-4;
n=valuation(discr,p);
nl=1+floor(m/2);
return(vector(nl,j, (j-1)~2/n-(j-1))*log(p)),
if (kod<-4,
m=-kod-4;
return([0,-1,-1-m/4]1*log(p)),
if ((kod==2) | | (kod==-2) | | (kod==-1),
return([0]),
if (kod==3,
return([0,-1/2]*log(p)),
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if (kod==4,
return([0,-2/3]1*log(p)),
if (kod==-3,
print([0,-3/2]1*log(p));
return([0,-3/2]1*1log(p)),
if (kod==-4,
return([0,-4/3]*1log(p)),
)N

lambdalist(E,N,discr)=
{
local(np,ans,nans,i,p,1l,nll,nnewans,newans);
plist=factor(N)[,1];
np=length(plist);
ans=[0] ;nans=1;
for(j=1,np,
p=plist[jl;
if (discr’ (pxp)==0,
11=lambdal(E,p,discr);
nll=length(11);
nnewans=nans*nll;
newans=vector (nnewans) ;
i=1;
for(k=1,nans,
for(1=1,nll,
newans [i]=ans[k]+11[1];
it++;
)
);
nans=nnewans ;ans=newans)
);
return(ans) ;

3

\\ *kkskkkkkk  RADMOD  skskskskoskskokkokxk
/* donne le vecteur des racines carrées de a mod p~e, p premier impair */
radmodpe(a,p,e)=
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local(pe,fe,ce,res,v,al,y);
pe=p~e;
a=ajpe;
if (a==0,
fe=e>>1;
ce=e-fe;
res=Mod (1,pe) *p~ce*vector(p~fe,i,i-1);
return(res);
);
v=valuation(a,p);
al=a/(p~v);
if (v%2 || kronecker(al,p)==-1,return([]1));
y=truncate(sqrt(al+0(p~(e-v))));
return(Mod(1,pe)*p~(v/2)*concat (vector(p~(v/2),1,
y+(i-1)*p~(e-v)) ,vector(p~(v/2),i,-y+(i-1)*p~(e-v))));

/* donne le vecteur des racines carrées de a mod 2"e */

radmod2e(a,e)=
{
local(p,pe,pe2,fe,ce,res,v,al,y);
pP=2;
if (e==1,return([Mod(a,p)]));
pe=1<<e;
pe2=1<<(e-1);
a=ajpe;
if (a==0,
fe=e>>1;
ce=e-fe;
res=Mod (1,pe2)*p~cex*vector(p~(fe-1),i,i-1);
return(res);
);
v=valuation(a,p);
if (v42,return([1));
al=a/(p~v);
if(e-v==1,
return(Mod(1,pe2)*p~(v/2)*vector(p~(v/2-1),i,al+(i-1)*p~(e-v)));
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);
if (e-v==2,
if (a1%4'=1,return([]1));
res=Mod (1,pe2) *p~(v/2)*vector(p~(e/2-1),1i,2*i-1);
return(res);
)s
if(a1%8!'=1,return([1));
y=truncate(sqrt (al+0(p~(e-v+1))));
res=Mod(1,pe2)*p~(v/2)*concat (vector(p~(v/2),1i,
y+(i-1)*p~(e-v-1)),vector(p~(v/2),i,-y+(i-1)*p~(e-v-1)));
return(res);

/* racine carree de z=Mod(a,N) pour tout entier N */

radmod (z)=
{
local(a,N,fa,lpr,liexp,1fa,p,ex,res,v,leres,lv);
v=[]1;
a=lift(z);
N=z.mod;
fa=factor(N);
lpr=fal,1];
liexp=fal,2];
1fa=length(lpr);
for(i=1,1fa,
p=lprl[il;
ex=liexpl[i];
if (p==2,
res=radmod2e(a,ex),
res=radmodpe(a,p,ex)
);
if (res==[],return([]));
if(i==1,
v=res,
leres=length(res);
lv=length(v);
v=vector(leres*lv,i,chinese(res[ifleres+1],v[ceil(i/leres)]));
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return(v) ;

}

\\ >k >k >k >k >k >k >k 3k %k %k %k 3k 3k 5k 5k 5k 5K % % X X Xk %k %k %k %k %k >k >k >k >k %k %k %k %k %k %k %k %k %k %k >k *k *k

pgfp(n)=

{
local(list,1);
list=factor(n)[,1];
1=length(list);
return(list[1]);

}

\\1’entier le plus proche de x,premier avec y

nip(x,y)=
{
local(n,c);
n=round (x) ;
if(n>x,c=-1,c=1);
while(ged(n,y) !=1,n+=c;c=-(c+sign(c)););
return(n);

solmod(a,b,c,n)=
{
local(solm);
solm=[];
for(i=0,n-1,
if ((a*i~2+b*i+c)%n==0,
solm=concat(solm,i)));
return(solm) ;

Wq(£,Q,N)=

{
local(bez,u,v,A,B,C,A1,B1,C1);
if (N%Q!=0,error("Q doesn’t divide N"));
if(ged(Q,N/Q) '=1,error("gcd(Q,N/Q)!=1"));
bez=bezout (Q,-N/Q);
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u=bez[1];

v=bez[2] ;

A=component (f,1);
B=component (f,2) ;

C=component (f,3) ;
A1=A*Q*u~2+B*N*u+N~2*C/Q;
B1=2xAxuxv+B*N/Q*v+Q*B*xu+2*Cx*N;
C1=A/Q*v"2+B*xv+C*Q;
return(Qfb(A1,B1,C1));

cong(f,N)=
qfbred (Qfb(component (f,1) /N, -component (£,2) ,component (£,3) *N)) ;

isin(el,v,len)=
{
local(fn);
fn=0;
for(l=1,len,if ((v[1l]==el),fn=1));
return(fn);

};

algo(E,D,N)=
{
local(beta,U,R,h,found,bvec,pgcd,len,V,primi,exponents,L,a,b,
F,M,sol,lsol,s,f,Q,g,gr,gcr,gc,gcrapp,grapp,wt,qp,1q,s88) ;
if (!issquaremod(D,4#*N) ,error("D n est pas un carre mod 4N"));
bvec=1lift (radmod (Mod(D,4*N)));
pgcd=gcd(D,N);
len=length(bvec);
beta=bvec[1];
h=qfbclassno(D);
R=vector(h);
U=[1;
V=factor(N);
primi=V[,1];
exponents=V[,2];
L=length(primi);
found=0;
a=0;
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while(1,
a++; \\boucle sur a
for(i=1,len, \\boucle sur b
b=bvec[il;
F=1;
for(pr=1,L,
M=primi[pr] ~exponents[pr];
if ((O%M) 1=(betakM) ,F*=M;));
sol=solmod(N,b, (b~2-D)/(4%N),a);
lsol=length(sol);
for(j=1,1s0l,\\ boucle sur les solutions
s=soll[jl;
f=Qfb(axN,b+2*N*s, ((b+2*N*s) ~2-D) / (4*a*N)) ;
fordiv(pged,d,
Q=d*F;
g=Wq(f,Q,N);
if (component (g,2)%(2+N)==beta,
ge=cong(g,N);
gr=qfbred(g);
gcr=qfbred(gc) ;
grapp=isin(gr,R,found) ;
gcrapp=isin(gcr,R,found) ;
if(!grapp || !gcrapp,
wt=0;
Qp=factor(Q) [,1] ;1g=length(Qp) ;
sg=prod(j=1,1q,ellrootno(E,Qpl[jl));
if (tgrapp,
found++;R[found]=gr;
wt+=sg;) ;
if(gr!=gcr && 'gcrapp,
found++;R[found]=gcr;
wt+=sg;);
U=concat (U, [[f,wt]]););
if (found==h,
print("List = ",U);
return(U));
2))))
};

issquaremod(a,b)=
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local(v,fact,e,start,l);
v=factor(b);
fact=v[,1];
e=v[,2];
l=length(e);
start=1;
if (fact[1]==2,
start=2;
if(e[1]==2,if (a¥%4'=0 && a%4'=1,return(0)));
if(e[11>=3,if(a%8!'=0 && a%8'!'=4 && a%8'!'=1,return(0))));
for(i=start,l,if (kronecker(a,fact[i])==-1,return(0)));
return(l);

};

w(D)=

{
if (D==-3,return(6));
if (D==-4,return(4));
return(2);

};

omeg(n)=
{

return(length(factor(n)[,1]));
3

logp(x)=
{

return(log(max(exp(1),abs(x))));
3

deux_etoile(x)=

{
if (x==0,return(l));
return(2);

};

hf(x)=
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{

return(log(max(abs(numerator(x)),abs(denominator(x)))));

};

Kell(E)=

{
local(b2,mu);
b2=E.b2;
mu=(log(abs(E.disc))+logp(E.j))/6+logp(b2/12)+log(deux_etoile(b2));
return(hf (E.j)/12+mu+1.946) ;

s

apk(ap,k,p,N)=
{
if (N)p==0,
return(ap~k));
a=1;
b=ap;
for(i=2,k,
t=b;
b=ap*b-p*a;
a=t;
)s

return(b);

Phi(E,N,nmaxv,qv,len:small,L:small,D,gotLd,gotdL,Ld,dL,qld,nmaxld,nmaxdl)=
{
local(vs,nmax,phi,fois:small,done,last,lung,ql,
qtemp,qldl,qldtemp,wei,vs2,todo,ap);
nmax=vecmax (nmaxv) ;
if (!gotdL,dL/=2;if (nmax<nmaxdl,nmax=nmaxdl));
if (!gotlLd,Ld/=2;if (nmax<nmaxld,nmax=nmaxld));
if (nmax>=L"2,print ("L too small");
L=(ceil(sqrt (nmax))+1) :small;print ("new L",L));
phi=vector(len,i,0.);
fois=ceil (nmax/L) :small;
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\\ case k=1

lung=min(nmax,L) ;
until(1,vs=ellan(E,lung));until(1l,vs2=vector(lung,j,vs[jl1/j));
for(i=1,1len,

phi[il+=polevalshort(vs2,qv[i] ,min(nmaxv[i],lung)));

\\ case k>1

if(fois>1,
default(primelimit,min(10~9,nmax)) ;
ql=vector(len,j,qv[jl1~L);
gtemp=vector(len,j,1);
qldl=0;
gqldtemp=0;
if (!gotLd,
qldl=qld"L;
gqldtemp=1;);
for(k=2,fois,
done=(k-1)*L;
lung=if (k==fois,nmax}L,L);
todo=done+lung;
/*je veux un vecteur de longueur lung,
contenant an/n pour n=done+l...done+lung*/
vs2=vector(lung,i,1);
en=done+1;
LL=ceil(sqrt (nmax+1));
until(1,
forprime (p=LL,min(todo,10°9),
ap=ellap(E,p);
for(j=ceil((done+1)/p),todo\p,
vs2[p*j-donel=ap*vs[j];
)
for(p=10"9+1,todo,
if (isprime(p),
ap=ellap(E,p);
for(j=ceil((done+1)/p),todo\p,
vs2[p*j-donel=ap*vs[j];
)
for(i=1,lung,

58



if (vs2[i]l==1,
fa=factor(en);
plist=fa[,1];
elist=fal,2];
llen=length(plist);
if (plist[1len]<LL,
R=en;
while (R>L,
vs2[i]*=apk(vs[plist[1llen]],elist[llen],plist[1llen],N);
R/=(plist[1llen]~elist[llen]);
llen--;
);
vs2[il*=vs[R]));
vs2[i] /=en;
ent+;
);
qtemp=vector(len,j,qtemp[jI*ql[j]);
for(i=1,1len,
if (nmaxv[i]>done,
phi[i]l+=polevalshort(vs2,qv[i],
if (nmaxv [i]<todo,nmaxv[i]%L,lung))*qtemp[il));
if ('gotdL && done<nmaxdl,
last=if (nmaxd1l<k*L,nmaxdl}L,lung);
tt=ceil((last-done)/10°6) :small;
for(i=1,tt,
beg=done+(i-1)*10"6+1;
end=min(done+i*10~6,nmaxdl) ;
until(1l,wei=veceint12(2*Pi/sqrt (N),beg,end));
for(n=beg,end,if (vs2[n-done],dL+=vs2[n-done] *wei[n-beg+1])));
if('gotld && done<nmaxld,
gldtemp*=qldl;
if (nmaxld<k*L,lung=nmax1djL) ;
until(1,vs2=vector(lung,j,vs2[j]*kronecker (D, j+done)));
Ld+=polevalshort(vs2,qld,lung)*qldtemp;
)
if (tgotdL,dL*=2);
if ('gotld,Ld*=2%qld) ;
phi=vector(len,i,phil[il*qv[i]);
return([phi,Ld,dL]);
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punto(E,z,height,expo,lambdas,1,P)=
{
local(pt,x,r,cvec,cs,c,X,Y,p,e);
pt=real(ellztopoint(E,z));
x=pt[1];
r=2xellheightoo(E,pt);
cvec=vector(l,i,exp((height-r-lambdas[i])/2));
for(i=1,1,
cs=round(cvec[i],&e);
if (cs>cvec[i],c=-1,c=1);
if(cs,
X=round(cs~2*x,&e) ;Y=ellordinate(E,X/cs"2);
XX=X;
k=1;
while(Y==[] && k<50,
XX=X+k;
Y=ellordinate(E,XX/cs"2);
if (y==[],
XX=X-k;
Y=ellordinate(E,XX/cs"~2));
k++;
);
if(Y!=[],p=[XX/cs"2,Y[1]];
if (length(ellpow(E,p,expo))>1,return(p))));
cs+=c;
if(cs,
X=round(cs~2*x,&e) ;
XX=X;
Y=ellordinate(E,XX/cs"~2);
k=1;
while(Y==[] && k<50,
XX=X+k;
Y=ellordinate(E,XX/cs~2);
if (vy==[1,
XX=X-k;
Y=ellordinate(E,X/cs~2));
k++;
);
if(Y!=[],p=[XX/cs"2,Y[1]1];
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}

if (length(ellpow(E,p,expo))>1,return(p)))));
return([]);

calcq(f)=

{

local(A,B,C,D,tau);

A=component (f, 1) ;B=component (f,2) ; C=component (£, 3) ;
D=B~2-4xA*C;

tau=(-B+sqrt (D)) /(2*A);

return(exp(2+I*Pi*tau));

goodred (p,N)={if (N%p==0,return(0) ,return(1))};

heegner(e)=

{

local(E,oml,om2,Et,tors,volE,Ered,N,c,epsilon,dL,vv,nmaxv,
qv,d,P,ok,pgcd,Ld,len:small,z,phi,expo,1l,ml,zu,m,discr,
compl,comp2,Amax,height,L:small,Imax,Jmax,om,KE,nmax,q,mc,
mcapp,list,ph,gotld,alg,Dvec,apok,Dlen,D,vc,nmaxld,qld,
lambdas,llam,gotdL,wei,fois:small,beg,end);

L=round(1.6%*10~7) :small;

Imax=1;\\Tate shafarevitch

Jmax=1;\\Manin constant

default (realprecision,28);

E=ellinit(e);

print("We consider the curve E = ",vector(5,i,E[i]));
nmax1d=0;

qld=0;

discr=E.disc;

print("Wich has discriminant = ",discr);

oml=E.omegal[1];
om2=E.omega[2];
if (discr>0,om=2%oml,om=oml) ;
tors=elltors(E);
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Et=tors[1];

if (length(tors[2])==0,expo=1,

if (length(tors[2])==1,expo=tors[2] [1],
expo=max(tors[2] [2],tors[2]1[11)));
Ered=ellglobalred(E);

N=Ered[1];

print ("And conductor N = ",N);
c=Ered[3];

epsilon=ellrootno(E);

volE=E.area;

KE=Kell(E);

ok=1;

gotdL=0;

if(Ered[2]!=[1,0,0,0] ,error("1l’equation n’est pas minimale!"));
if(epsilon!=-1,error("epsilon different de -1!!!"));

\\ ®skskokkkkskkkk  calcul de dL  skkskskskkokkksk

nmaxdl=ceil (28*1log(10)*sqrt (N)/(2*Pi));
\\ il faut calculer dL avec une bonne precision pour avoir
\\ une bonne precision pour la hauteur canonique!!!
if (nmaxdl<=L,gotdL=1,nmaxd1=L);
until(1,vv=ellan(E,nmaxdl) ;vv=vector (nmaxdl, j,vv[jl1/j));
fois=ceil(nmaxdl/10°6) :small;
dL=0.;
for(i=1,fois,
beg=(i-1)*10"6+1;
end=min(i*10~6,nmaxdl) ;
until(1,wei=veceint12(2*Pi/sqrt(N) ,beg,end)) ;
for(n=beg,end,if (vv[n],dL+=vv[n]*weiln-beg+1])));
dL*=2;
print("dL = ",dL);
if (abs(dL)<10~(-2),0k=0) ;
if (ok,
Dvec=[];
forstep(D=-3,-1000,-1,
if (isfundamental (D) && issquaremod(D,4#*N),
default(realprecision,28);
pgcd=gcd(N,D) ;
apok=1;
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fordiv(pged,p,if (isprime(p) &% ellap(E,p)!=-1,apok=0));
if (apok,Dvec=concat(Dvec,D))));
Dlen=length(Dvec);
for(i=1,Dlen,
ok=1;
D=Dvec[i];
pgcd=gcd(D,N);
if (1%3==1,
nmax=ceil (28+1og(10)*sqrt (N*Dvec [min(i+2,Dlen)]"2/
vecmin(vector (min(3,Dlen-i+1),j,gcd(Dvec[i+j-1]1,N))))/(2%Pi));
until(1,vv=ellan(E,min(nmax,L)));

)3
\\ kkxskkxkkkkkx  calcul de Ld  kkskkkskkkskk

gotLd=0;

nmax=ceil (28*1log(10)*sqrt (N*D~2/pgcd) / (2*P1i)) ;
if (nmax<=L,gotLd=1,nmax=L) ;

Ld=0.;

g=exp (-2*Pi/sqrt (N*D~2/pgcd) ) ;

qt=1;

B=1000000;

qb=q~B;

foisB=ceil(nmax/B);

for(i=1,foisB,
until(1,vec=vector (if (i==foisB,nmax%B,B),i,vv[i]l/i*kronecker(D,i)));
Ld+=poleval(vc,q) *qt;qt*=qb;

);

Ld*x=2x%q;

if (abs(Ld)<10~(-27) ,0k=0) ;\\else

if (ok,

N\ kkkkkkkkrk  1ist & flag skkkkkkkkk

list=algo(E,D,N);

len=length(list);

Amax=0;

for(i=1,len,if (component(list[i][1],1)>Amax,
Amax=component (1ist[i]1[1],1)));
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\\

d=
P=
pr
de
E=
om
om
if
if

z=0.;

\\

%k %k 5k >k ok %k ok k k changement de precision %k >k 5k %k 5k %k k kK

2% (Et~2*dL)/ (c*om) ;

ceil((d+log(len)+2+KE)/(2*1og(10)));

int("We must work with precision = ",P);

fault(realprecision,P);

ellinit(e);

1=E.omega[1];

2=E.omegal[2] ;

(discr>0,om=2%om1l,om=oml) ;

(P>28,

gotdL=0;

nmax=ceil (P*1log(10)*sqrt (N)/(2%Pi));

if (nmax<=L,gotdL=1,nmax=L) ;

until(1,vv=ellan(E,nmax));until(1,vv=vector (amax,j,vv[jl/j));

fois=ceil(nmax/1076) :small;

dL=0.;

for(i=1,fois,
beg=(i-1)*10"6+1;
end=min(i*10~6,nmax) ;
until(1l,wei=veceint12(2*Pi/sqrt(N) ,beg,end));
for(n=beg,end,if (vv[n],dL+=vv[n]*weil[n-beg+1])));
dL*=2;

L)

Kok ok ok kK kK K K calcul de 2z skkkkkkkkk

nmaxv=vector(len,i,ceil (((P)*1log(10)*component(list[i][1],1))/

qv=
if(

n
qld
if (

n
alg
phi
Ld=
dL=

(Pi*sqrt(-D))));
vector(len,i,calcq(list[i][11));

!gotld,

maxld=ceil ((P)*1log(10)*sqrt (N*xD~2/pgcd)/(2*Pi));
=exp(-2*Pi/sqrt (N*D~2/pgcd)));

'gotdL,

maxdl=ceil ((P)*1log(10)*sqrt (N)/(2*Pi)));

=Phi (E,N,nmaxv,qv,len,L,D,gotLd,gotdL,Ld,dL,qld,nmax1ld,nmaxdl) ;
=algl1];

algl2]l;

algl3l;
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height=(Et~2*dL)/(c*om) ;
for(i=1,len,
if (list[i] [2]%2!=0,
z+=1ist[i] [2]*phi[i],
z+=1list[i] [2]*real(phi[i])));
print("z = ",z);
comp2=imag(z)/imag(om2) ; compl=(real (z)-comp2*real (om2))/oml;
compl=round(compl) ; comp2=round (comp2) ;
z=z- (compl*oml+comp2*om2) ;
print("zred = ",2);
mc=om* (c*sqrt (-D)*(w(D)/2)~2) / (4%volExEt~2) *2~ (omeg (pgcd) ) *Ld ;
mcapp=round (mc) ;
m=sqrtint (mcapp) ;
print("m = ",m);
if(m!=0,
lambdas=lambdalist (E,N,discr);
llam=length(lambdas) ;
1=gcd(expo,m~3);
ml=mx*1;
for(i=1,Imax,
for(j=1, Jmax,
for(u=0,ml1-1,
if (discr>0,
zu=j/i*(l*real(z)+u*oml)/mi;
ph=punto(E,zu,height,expo,lambdas,llam,P);
if (ph!=[],
print("found a non torsion point in ",gettime(),"ms");
return(ph));
zu=j/i*((1l*real (z)+u*oml)/mi+om2/2) ;
ph=punto(E,zu,height,expo,lambdas,llam,P);
if (ph!=[1,
print("found a non torsion point in",gettime(),"ms");
return(ph)),
\\else
zu=j/i*((l*real (z)+u*oml)/mi- ((imag(z)/imag(om2))*omi/2)/m) ;
ph=punto(E,zu,height,expo,lambdas,llam,P);
if(ph!=[1,
print("found a non torsion point in ",gettime(),"ms");
return(ph))
)));
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error("I get out of the loop without finding a point,

)))))
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