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Introduction

Le résultat principal contenu dans ce travail, di & Amaury Thuillier
[Thul, est la définition d'un faisceau de fonctions harmoniques sur une courbe
strictement k-analytique lisse ou k est un corps ultramétrique complet. D’ici
tous les éléments d’une théorie du potentiel sont définis sur ces courbes &
I’aide d’outils différents : le recollement des morphismes étales, un théoreme
de réduction semi-stable, la construction d’une théorie du potentiel pour les
polyedres, les courbes formelles, leur fibre spéciale et générique et les ap-
plications de réduction. La définition d’une courbe strictement k-analytique
est donnée dans le contexte de la géométrie de Berkovich : ici les espaces
k-analytiques jouissent des bonnes propriétés topologiques (ils sont locale-
ment compacts et localement connexes par arcs) et les courbes “assez bonnes”
contiennent naturellement des structures de graphe réel qui nous exploite-
rons pour nos buts.

Nous commencerons en introduisent les fondements de cette théorie, les ob-
jets et les outils qui naturellement y apparaissent, en expliquant ensuite
les relations qu’elle a avec les constructions classiques dans la géométrie
analytique non-archimédienne. Nous nous consacrerons apres a I’étude des
courbes analytiques en montrent plusieurs facon d’en obtenir comme par le
biais de I'analytification d’une courbe algébrique ou en considérant la fibre
générique d’un schéma formel plat et topologiquement de présentation finie.
Nous précisons ensuite ce qui sont les courbes sans pathologies qu’avons en-
vie de considérer : nous les appellerons courbes strictement k-analytiques.
Enfin esquisserons une preuve d’existence du squelette : une structure po-
lyédrale, associée a une k°-courbe formelle X', qui est homéomorphe a une
partie fermée de la fibre générique de X.

Dans le troisieme chapitre introduisons la théorie du potentiel : apres un
survol des outils classiques dont on veut construire les analogues ultramé-
triques, nous allons définir, avec les connaissances provenant du chapitre 2
et une convenable définition de fonction harmonique sur un polyeédre de di-
mension au plus 1, un faisceau de fonctions harmoniques sur chaque courbe
strictement k-analytique lisse. Ceci est la clé pour I'introduction des autres
objets propres de la théorie du potentiel, spécialement un convenable “opé-
rateur de Laplace”, qui seront ainsi définis sans difficultés.

Enfin, dans le chapitre 4, nous décrivons la motivation principale qui a amené
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A.Thuillier a développer cette théorie : I'introduction d’une théorie d’Ara-
kelov “uniforme”, ot non seulement les faisceaux inversibles sur les fibres au
dessus de la place infinie, mais aussi ceux au dessus des places finies peuvent
étre munis d’une métrique lisse. A propos de ceci, nous nous limiterons sans
entrer dans les détails, a définir les analogues uniformes de la théorie clas-
sique.

Il faut aussi remarquer que, méme si pas présente dans ce mémoire, une des
principales applications de cette théorie du potentiel ultramétrique est a la

dynamique holomorphe grace aux travaux de C.Favre, M.Jonsson, R.Rumely
et M.Baker.



Chapitre 1

Analyse non-archimédienne

C’est qu'un charme ordinaire a
trop peu de pouvoir

Sur les spectres parlants qu’il
faut vous faire voir.

Entrons dedans ma grotte afin
que j’y prepare

Quelques charmes nouveaux
pour un effet si rare.

(Pierre Corneille, “L’Tllusion
comique”)

Pour réaliser les constructions au but de notre mémoire, il faut étudier
la géométrie au dessus d’un corps p-adique. Encore plus que dans le cas de
la géométrie complexe, ici les aspects analytiques sont d’importance fonda-
mentale pour une compréhension suffisante de I'argument. Précisons donc
les objets, les outils et les buts de cette théorie.

1.1 Corps ultramétriques

Commencons en fixant ce que seront nos notations fondamentales.

Rappel. On appelle corps valué un couple (k, ||-||) ot k est un corps com-

mutatif et ||-|| : & — Ry une application qui vérifie les propriétés ci dessous :
1) |z =0 2=0;
2) (It =1;

3) [yl = ll=lllyll;
4) Iz +yll < llzll + vl

Une telle fonction sera appelée valeur absolue.
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Lorsque on regarde la topologie (induite par sa structure d’espace normé)
de (k, ||-||), c’est fondamental de faire la distinction entre les corps ultramé-
triques et les autres : on appelle ultramétrique une valeur absolue qui
satisfait une condition plus forte de I'inégalité triangulaire appelée inégalité
ultramétrique :

4 bis) |z +yl| < max{lz], [lyll}-

Pourquoi cette condition? Ceci provient de mesure large du fait que a
chaque valeur absolue ultramétrique est associée canoniquement une valua-
tion, c’est-a-dire une application v : k — I' U {oo} telle que :

—v(x) =00 z=0;

— v induit, par restriction sur £*, un morphisme de groupes;

~ v(+y) > minfo(@), v(y)}.
Ici T’ est un groupe abélien (additif) totalement ordonné qui est isomorphe
au groupe (multiplicatif) des normes réalisables {r € Ry : |z| = r, 3z € k}.
Il est appelée groupe des valeurs de k et il est noté |k*|. La théorie
générale des corps munis d’'une valuation est tres développé et se révélera
tres utile aux noétres buts. Pour commencer on rencontre dans ce cas des
objets d’importance fondamentale.

1.1 Définition. Soit (k,v) un corps muni d’une valuation. On appelle an-
neau de valuation le sous-anneau k° = {x € k : v(xz) > 0} de k. C’est
un anneauz locale d’idéal mazimal k°° := {x € k : v(x) > 0}. Le corps
k= k°/k est appelé le corps résiduel de k.

Les corps valués ultramétriques satisfont en outre certaines propriétés
qui leur donnent une structure métrique assez singuliere :

1.2 Théoréme. Soit (k, ||-||) un corps valué ultramétrique. Alors :
— D’espace topologique k est totalement discontinu et pas toujours loca-
lement compacte ;
-z €k,y € B(x,r] = B(y,r] = B(z,7r];
— Si k est complet et a; € k alors Z?io a;x' converge si et seulement si
laill = 0;

Dorénavant on considérera toujours un corps ultramétrique complet.
Cette choix est justifiée par le fait qu’on veut travailler avec les anneaux des
séries convergents, mais se révele aussi utile car nous permet d’éviter des
ambiguités par rapport au prolongement des valeurs absolues sur extensions
de k. Si celui-ci est complet, en fait, chacune de ses extensions finies admet
une unique valeur absolue qui est prolongement de ||-|| et par conséquent ceci
vaut aussi pour chaque extension algébrique de k. Les exemples plus naturels
de corps ultramétriques complets sont les corps p-adiques (extensions finies
de Qp) et le corps des séries de Laurent en une variable K ((t)).
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1.2 La théorie de Berkovich

Nous voulons considérer les objets géométriques qui relevent de ’ana-
lyse sur ce corps : la topologie étant totalement discontinue comme on a
remarqué, il est clair qu'une approche analogue a la géométrie analytique
complexe nous donnera une définition non souhaitée des fonctions locale-
ment développables en série entiere. Par exemple la fonction caracteristique
de Z, a valeurs dans {0, 1} est bien localement développable en série entiere
mais on voit bien que de cette fagon on ne retrouve pas les bons objets.
Plusieurs approches sont possibles : a partir de la théorie classique rigide
dont les fondements ont été établis par J.Tate dans les années ’60 jusqu’aux
prolongements plus récents. Nous utiliserons ici la théorie de Berkovich qui
se préte tres bien pour remédier a ce probleme. Par ailleurs on y trouve, dans
des cas convenables la possibilité d’y définir des fonctions harmoniques. Plus
en particulier sont naturellement présents dans les courbes de Berkovich des
structures polyédrales qu’on utilisera beaucoup : il s’agit d’une structure de
graphe dont la topologie est employée pour montrer nombreuses résultats
sur les courbes non-archimédiennes.

1.2.1 Algebres affinoides

Fixons un corps ultrametrique (k, | -|). Puisque on veut faire de I’analyse
les anneaux des fonctions (éventuellement en plusieurs variables) les plus
naturels a considérer sont les algebres de la forme

T T
k{r—ll,,r—"} = {ZaIT[ Vxy,... @, € L™ avec |z;| < 74, |ag||zt| — 0}
n

pour tout L extension complete de k. Remarquons que il est équivalent de
demander que |az|r! — 0 (si |[I| — oo). En fait si on prends une extension
complete L (I'existence d’une telle extension est connue) de k et des n—uples
(x1,...,@y) € L™ avec |z;| = r; on a I'équivalence dans L et, a fortiori, sur
k. On peut donner une structure de k-algebre de Banach a k{%, A %}

par le biais de la "sup”-norme ||>_ aITleup = max |az|r!.

1.3 Théoréme. L’anneau k{%, cee f—”} est noetherien et ses idéaux sont
des férmés par la topologie induite par la norme.

Cette propriété est intéressante car nous permet d’avoir I'intuition d’une
construction des espaces analytiques qui admet des similarités avec la construc-
tion des schemas en géométrie algébrique : en fait si I est un idéal de
l{:{%, oy Iy Pannean l{:{ﬁ, ooy Tny /T hérite, via la norme quotient, une

1 Tn T1 Tn
structure de k-algebre de Banach. Algebres de telles seront les briques fon-
damentales pour ’étude des espaces analytiques non-archimediens.

1.4 Définition (Berkovich). Une k-algébre de Banach A est dite affinoide
st elle est isomorphe a un quotient de la forme k:{%l, cel ::—:}/I
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Il faut préciser qu’on travail dans la categorie des anneau de Banach (et
plus précisément dans la sous categorie des k-algeébres de Banach). L’iso-
morphisme est donc un morphisme d’algebres de Banach, c’est a dire un
morphisme borné. Il s’agit par définition d'un ¢ : (A, ||-||4) = (B, ||-|lg) tel
que |¢(z)|| g < C||z|| 4 pour tout z € A. De méme observons que pour don-
ner un sense a une somme amalgamée d’algebres de Banach il faut parler de
produits tensoriels compléités séparés : si M et N sont k-algebres de Banach,

M®N est défini comme le completé séparé de M @ N pour la semi-norme
k

Yy m; @n; — mazx||mg||||n;l|.

1.5 Définition. Si on peut trouver une presentation d’une k-algébre de Ba-
nach A affinoide avec les r; = 1 on dit que A est strictement k-affinoide.

Remarque. 11 est equivalent pour avoir une algebre strictement k-affinoide
de demander qu’on puisse trouver une présentation avec r; € |[k*| ou encore

avec 1; € \/|kX| = {x%/n eN,z e |[kX|}.
Faisons la liste de quelques propriétés des algebres k-affinoides :
— Si A est affinoide sur k et L est une extension de K, alors AQL est
k

affinoide ;

— Si A, B,C sont des algebres k-affinoides et si ¢ : C — Aetyp:C — B
sont des morphismes d’algebres de Banach, alors AR est k-affinoide ;

C

— Si ¢ : B — A est morphisme surjectif d’algebres k-affinoides et |k*| #
{1}, alors A = B/ker¢ avec la structure de Banach donnée par le
biais de la norme quotient.

1.2.2 Parallélisme avec la théorie des schémas

En ayant commencé en introduisent les corps des fonctions c’est natu-
rel de voir jusqu’a ou est possible de pousser I’analogie (en d’autres termes
jusqu’ou est possible de définir une théorie "schématique” des k-algebres de
Banach) : on aimerait par exemple comprendre ce qu’est le lieu des zéros
de ces fonctions et regarder toutes les constructions (éventuellement) repro-
ductibles la dessus.

LIEU DES ZEROS

Théorie algébrique On répresente le lieu des zéros d’un systeme d’équa-

tions polynomiales fi,...,f, € A := k[Xq,...

comme ’ensemble d’idéaux maximaux dans A : L’en-
semble des z € k™ qui satisfont le systeme sera donc
identifiée a l’ensemble {m idéaux maximaux dans

A:A/m=Fket fi e mpour touti =1,...,n}.
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Théorie analytique

Considerons maintenant un systeme d’équations
de séries localement convergents en m variables
Sly..-y8n € S = k{T1,...,Tn} et essayons d’en
comprendre le lieu des zeros : il n’y a aucun probleme
a répéter le raisonnement d’ici-dessus et ensemblisti-
quement le lieu des zeros sera identifié a {m idéaux
maximaux dans S : S/m = k et s; € m pour tout
i=1,...,n}.

SPECTRE

Théorie des Schémas

L’idée de Grothendieck est celle de regarder non
seulement les solutions de certains équations dans un
corps k, mais de construire une structure qui permette
de regarder ces points dans n’importequelle extension
L de k. Plus précisement on pense aux L-points d’un
schéma affine comme aux morphismes de k-algébres
AJI — L. Si L' est une extension de corps de L on
identifie les L’-points qui proviennent des L-points si
on a une bonne factorisation L — L’ qui commute
avec les morphismes associés aux points considérés.

Théorie de Berkovich

Un raisonnement analogue est valable quand on consi-
dere les points d’une k-algebre de Banach : on veut
avoir une structure assez souple qui nous permette de
considérer les points dans toute extension compléete
de k. Les solutions dans L du systéme d’équations dé-
fini par l’idéal I s’identifie aux morphismes bornés
/@{%, ey %}/I =: A — L modulo lidentification
par factorisation de certains points.

Remarque. 11 convient immédiatement d’observer que la définition classique
de spectre d’'un anneau comme ’ensemble des idéaux premiers de cet anneau
est absolument équivalente a celle donnée ci dessus par les classes de mor-
phismes. Etant donné un morphisme représentant une classe on lui associe
I’idéal premier noyau de ce morphisme. Reciproquement pour chaque idéal
premier p € Spec(A) on a un morphisme canonique dans le corps résiduel
Frac(A/p) telle que tout autre morphisme avec le méme noyau se factorise
par ceci. Dans le cas Berkovich, un phénomene analogue se présente : on
peut associer a chaque classe de morphismes bornés A — L une seminorme
multiplicative bornée sur A et inversement chaque seminorme multiplica-
tive | - | bornée definit un morphisme borné "minimal” (dans le sense qu’il
factorise par isométries tout autre morphisme A — K induisant la méme

—

semi-norme) sur son corps residuel complété H(z) = F rac(keralllz) ). Ceci
justifie cette définition fondamentale de la théorie de Berkovich.
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1.6 Définition. On appelle spectre analytique d’un anneau de Banach
(A, [|-]l) Vensemble des semi-normes multiplicatives bornées sur A. On le

note M(A).

Si f e Aet]-|; est une seminorme multiplicative bornée sur A nous
écrirons f(z) pour 'image de f dans H(x) de fagon telle que |f(x)| désigne
exactement |f|,.

Muni de la topologie la plus faible que rend les fonctions evy : | - |, — | f ()]
continues, M(A) acquiert une structure d’espace topologique. L’application
A — M(A) s’étend a un foncteur entre la catégorie des anneaux de Banach
et la catégorie des espaces topologiques. En plus ces espaces analytiques
jouissent de propriétés remarquables qui leur donnent un interét particulier :
— Il existe une application continue w : M(A) —Spec(A) définie par
w(|-|z) = {f € A: f(z) = 0} qui est une surjection si la norme
triviale est bornée par la norme de A ou si A = A est une algebre
k-affinoide ;

— M(A) est compact. Si A est affinoide il est aussi localement connexe

par arcs.

Remarque. L’application w nous permet de définir une autre topologie sur
M(A), plus grossiere de celle canonique, ou les fermés sont les images réci-
proques des fermés de Zariski dans Spec(A). Cette topologie, par extension
nommé de Zariski, se révele utile pour considérations sur propriétés qu’en
géométrie algébrique proviennent naturellement de la topologie de Zariski
comme la dimension et l'irréductibilité.

1.2.3 Exemples fondamentaux
Les entiers

Considérons Z. Il devient un anneau de Banach quand on le munit de
la norme discrete ||-||,,. D’apres I'inégalité triangulaire cette norme est la
seminorme maximale (dans le sense que chaque autre seminorme est bornée
par celle ci) qu'on peut definir sur 'anneau des entiers. Que est-ce que on
peut dire de M(Z, ||-||) ? D’apres le théoréme d’Ostrowski chaque seminorme
multiplicative est d’une des formes suivantes :

— |]1]I5, avec 0 < e < 1;

— La norme triviale ||-||,;

Les normes ||| ot ||-[|, est induite par la valuation p-adique sur Q,
avec variation d’c entre 0 et oo
— Les semi-normes | - |,y induites par la norme triviale sur [F,.

Lorsque on a défini la topologie comme ici dessus, une variation infinitésimale
de € coincidera avec un déplacement infinitésimal sur I’espace analytique. Ce
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qu’on obtient c’est un dessin comme ceci dessous :

1 A
e
RE(R
0
115
VOO
|- le2) |13 |- 1) |- )

La surjection sur le spectre affine de Z est bien visible : elle envoie chaque
extrémité inférieure dans le premier lui associé et tout le reste dans le point
générique. En un certain sens on a soufflé le point générique de Spec(Z)
jusqu’a obtenir une structure séparée et connexe par arcs.

Les polydisques en dimension 1 : classification des points

Un autre exemple fondamental est M(k{%}) avec k algébriquement clos
et muni d’une norme non triviale. Nous retrouvons lui associé 4 types de
points : a chaque a € k est associé un point 7,0 correspondent a la semi-
norme P — |P(a)|. Les points ainsi obtenues sont appelés de type (1) et
sont identifiés aux points qui proviennent de la théorie rigide.

Pour les mémes a il y a aussi des semi-normes 7, g définies par la formule
S ai(T — a)t — max|a;|R* avec R < r. Celles-ci résultent associés aux
boules fermées de k-points avec rayon borné par r, c’est-a-dire aux D, g =
{f € k,|(f —a)| < R}. En fait si on considére un point b € Do g 7a,r =
mp,r en vertu de I'implication ultrametrique |a — b < R = |T —b+ b —
a| = |T — b|] (Uinégalité ultrametrique est utilisée aussi pour montrer la
multiplicativité de la semi-norme 7, r). Cette définition est compatible avec
la précédente au sens que, si posons R = 0, nous retrouvons la semi-norme
correspondante a un point de type (1) associé a a : on peut décrire la semi-
norme associé¢ a une boule fermé comme [P|p, , : P +— sup,ep, , |P(t)].
Nous avons appelé 7, g point de type (2) lorsque R € |k*| et point de
type (3) sinon. Enfin on a observé qu’'une derniére semi-norme est associée
a chaque famille des boules {D,, g, }icr indexé sur un ensemble totalement
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ordonné I et décroissante par inclusion. Cette semi-norme est décrite par
P+ infies [P|p, . et ne coincide pas nécessairement avec un point de
type (1). En fait: si Mict Dai,ri = 0, ce qui peut arriver si k n’est pas
spheriquement complet, il n’existe pas un point a € k qui donne structure
de point de type (1) & cette semi-norme. En ce cas, on appelle le point
associé, de type (4). Voici un dessin dans le cas du rayon 1 sur C, : les
points de type (4) sont représentés par les o tandis que les autres points au
but d’une branche sont de type (1). Les branchements arrivent seulement
dans les points de type (2), comme dans le cas du point 791, appelé point
de Gauss.

M(C,{T}) avec p # 2 : 70,1
"1, |p|
1 1+2
p—1 o, 1p % gl T
% \/ﬁ 9
e L+p l+p
1
2+
P L
) p+p’
~——_ 2 p
p
2
P

Le cas de norme triviale sur k

Le cas dans lequel la norme triviale sur k£ donne la structure analytique
a M(k{L}) est tout a fait différent : considérons r > 1 pour étudier la
situation en toute généralité. Nous rappelons qu’il faut donc étudier les semi-
normes multiplicatives sur M(k{Z}) bornés par la norme

HZanTnH = max 1"
el neNa, #0

Nous observons d’abord qu’il n’y a pas de séries proprement dites dans cette
algebre de Tate : I'unique “convergence” qu’on peut espérer est celle des se-
ries avec a; = 0 définitivement : k{Z} = k[T] pour tout r > 1 et la norme
de Banach associe & un polynéme Q(T') la valeur 79°&(@).
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Soit donc | - | une semi-norme multiplicative bornée sur k[T nous distin-
guerons entre le cas |T| > 1 et le cas |T| < 1. Dans le premier la norme
est topologiquement équivalente a la norme de Banach et donc de la forme
Q| = 98 @ pour 0 < £ < 1. Dans le deuxiéme, & exception de la norme tri-
vial, on a une semi-norme associée a chaque polynéme irreductible P € k[T,
pour chaque 0 < & < 1 suivant la loi :

Q — E’”P(Q)'

Enfin la norme triviale sur le corps k[T]/(P) induit encore une semi-norme
multiplicative bornée. Ce cas est vraiment semblable & M(Z), aussi d'un
point de vue topologique comme on remarque en voyant le dessin :

1 4
e
RR(E
0
P(T)
Py (T)

T

Si d’abord ceci pourrait paraitre surprenant, il ne faut pas oublier que cette
analogie a déja été remarquée par plusieurs auteurs dans des contextes tout
a fait différents : par exemple une observation a la base de la géométrie
d’Arakelov est que, en étudient ’anneau des entieres d’un corps de nombres
la géométrie algébrique doit étre complétée par la géométrie complexe. En
fait une fonction méromorphe non nulle f sur une courbe (lisse et complete)
S satisfait la formule des résidus de Cauchy

S unlf) = 3 Resa() =0

zeS zeSs
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en tant qu’on peut déduire une formule qui le rassemble & partir d’un nombre
rationnel ¢ et de la formule du produit

H |qu =1

vE Spec (Z)Uoo

et définissent v (q) := —log(|g|) on peut bien écrire 'analogue
D> up(@)log(q) + vas(q) = 0.
p€ Spec (Z)

La description des spectres analytiques d’anneaux des fonctions et d’anneau
des entiers donne une autre contribution & la compréhension de ce phéno-
mene. Remarquons par exemple que en tous les deux cas la norme triviale
pratique une séparation (remarquable en regardant le dessin) entre normes
archimédiennes (au dessus) et non-archimédiennes (au dessous). Cette dis-
tinction est conservée si on considere par exemple le spectre analytique d’un
anneau d’entiers d’un corps des nombres.

1.2.4 Points de M(A)

Comme on a vu toutes les propriétés énoncées sont valables dans le cas
d’un anneau de Banach quelconque, mais il faut aussi dire que une théorie
générale "schématique” (dans le sens qu'il existe une catégorie convenable
tel que A — M (A) réalise une équivalence de catégories, comme dans le cas
des schémas affines) pour les anneaux de Banach ne semble guere possible.
Par contre si on se restreint a la sous-catégorie des algebres k-affinoides sa
catégorie opposée s’identifie a la catégorie des spectres k-affinoides via I’equi-
valence donnée par ce foncteur “spectre analytique” : ¢’est pour cela qu’on se
consacrera au cas particulier des spectres d’algebres affinoides et on fera de
celles-ci nos briques locales pour la constructions des espaces k-analytiques
généraux. Mentionnons qu’une théorie trées intéressante des courbes de Ber-
kovich sur ’anneau des entiers d’un corps de nombres a commencé a étre
développée notamment par Jérome Poineau dans [Poi].

On commence par remarquer que si A = k{%l, cee f—:}, une base pour
la topologie de M(A) est donnée par {x : r1 < |fi(x)] < Ri;...;rn <
|fn(z)| < Rn, fi € A;ri, R € Ry} Que est-ce que on peut dire avec la plus
grande généralité possible des points de cette algebre suivant la définition
de Berkovich 7
Soit 8 = (81,...,8,) € [0,71] X - -+ X [0,7,] et considérons 1’application

A S5 R

StarT! — max|ar|s’
Elle est une seminorme multiplicative bornée qui peut ainsi immerger le
pavé réel [0,s1] X -+ x [0, s,,] dans le polydisque de Berkovich de polyrayon
[r1,...,7s]. En particulier le point correspondant a (s; = 0) est l'origine
classique (i.e. la semi-norme correspondante a f — |f(0)|).
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Si le corps ultramétrique n’est pas algébriquement clos

Soit k un corps ultramétrique complet pas forcement algébriquement

clos. Regardons les lieux des zéros pour les fonctions de k{%, e %}/I
dans une extension algébrique de k.
Soient Z un idéal de A, k*9 une cloture algébrique fixé de k et E =
{(z1,...,2n) €KY : f(21, - ,2,) = 0,Yf € Z}. Alors on a un morphisme
t: E — M(A/I) qui n’est pas en général injectif. Sa image par contre est
facile a décrire en termes galoisiens : Im(:) & F/Gal(k®|k), ou k* dénote une
cloture separable de k.

Remarque. Ce qu’on vient de dire n’est rien d’autre qu’'une explication de
comment on pourrait toujours se ramener au cas k-algébriquement clos :
si k est un corps ultrametrique quelconque pour trouver les k-points d’un
spectre analytique d’une algebre k-affinoide il suffit de regarder le points dans
le complété de sa cloture algébrique et quotienter par 'action du groupe de
Galois de k° sur k.

1.2.5 Fonctorialité et changement de base

Soient A, B deux algebres affinoides et ¢ : A — B un morphisme entre
elles. On a vu que par fonctorialité contravariante nous obtenons une appli-
cation continue M(B) — M(A). Si on veut regarder la fibre de x € M(A)
par cette derniere fonction il n’y a rien de nouveau a faire par rapport a
la théorie schématique : elle est représentée par M(B%H(a?)) (c’est assez

facile de le montrer en utilisent la propriété universelle du produit tensoriel

complété).

Si L est une extension complete de k on a un morphisme naturel A — ARQL
k

qui induit naturellement M(A®L) — M(A). La surjectivité est donnée par
k
le fait que M(L&H(z)) # ) pour tout élement du spectre analytique de A.
k

En général on réconnait dans le produit tensoriel complété I'instrument prin-
cipe pour définir le produit fibré dans les espaces analytiques qu’on a envie
de construire. A savoir pour tout A, B sur C (i.e. on dispose de morphismes
A < C — B) on donnera un statut spécial de "cartesian” aux diagrammes
de la forme

M(A(?B) ——= M(B).
IR
M(A) — M(C)

Lorsque on saura recoller ces espaces affinoides sera immédiat de prolonger
le produit fibré au cas plus générale. Nous verrons dans la suite comme 1'ex-
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tension de scalaires est le moyen d’avoir une bonne définition de dimension
d’un espace k-analytique.

1.2.6 Domaines affinoides

A propos de recollement, il sera opportune de savoir quelles seront les
briques a recoller pour obtenir ces espaces généraux qu’on voudrait étudier :

1.7 Définition. Soit A une algébre affinoide, soit V partie de M(A). On
dit qu’elle est un domaine affinoide s’il existe une algebre affinoide Ay
et un morphisme A — Ay tels que

1) L’image de M(Ay) dans M(A) est contenue dans V ;

2) Pour tout L extension complété de k, pour tout B algébre affinoide sur
L, pour tout ¢ : A — B tel que l'image de M(B) soit contenue dans V,
alors existe unique une factorisation de ¢ de la forme A — Ay — B.

Remarquons que, en vertu de I'equivalence de categorie entre algebres
k-affinoides et spectres k-affinoides, la propriété 2) nous ameéne naturelle-
ment & dire qu'un domaine affinoide est 'objet universel associé au foncteur

representable M(B) — {¢ € Mor(M(B), M(A)) : o(M(B)) C V}.

1.8 Proposition. L’intersection de deux domaines affinoides est encore un
domaine affinoide. Si Ay est un domaine affinoide, I’application

A %4
f = flv

induce un homeomorphisme M(Ay) = V.

Avec celles-ci nous obtenons tout de suite d’autres résultats de compa-
tibilité :

1.9 Proposition. Si V est un domaine affinoide pour A et U C V est
identifié & un domaine pour Ay alors U est homéomorphe & un domaine
affinoide dans A.

Démonstration. Considerons 'image de U par ’homeomorphisme M (Ay ) &
V :la condition 1) est trivialement satisfaite. Ensuite appliquons la propriété
universelle aux morphismes 11 : A — Ay et 1y : Ay — Ay pour obtenir la
propriété universelle si considerons le morphisme composé. O

Exemples. Donnons quelques exemples de domaines affinoides qui seront
importantes dans la suite :
~ Soient f € A;R > 0. La partie {x € M(A) : |f(x)] < R} est un

domaine affinoide.
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~ Plus en général une partie de la forme {x € M(A) : |fi(z)| < R;} avec
fi € A, R; > 0 est un domaine affinoide. On appelera domaine de
Weierstrass ;

— Poursuivent avec cette généralisation on construit les sous ensembles
{z € M(A);|fi(x)| < Ri,|gj(z)] > R;}. Elles sont encore domaines
affinoides appellés domaines de Laurent;

— Si f1,..., fn,g sont éléments de A sans zéros communs (il est équi-
valent de demander que ces éléments engendrent l’idéal unité dans
A), les parties de la forme {x € M(A) : |fi(z)| < pilg(z)|} sont (dé-
sormais ¢a va sans dire) des domaines affinoides appellés domaines
rationnels.

Remarque. Les domaines rationnels sont particulierement importantes en
raison du fait qu’ils sont les domaines “minimaux” : tout domaine affi-
noide est réunion finie de domaines rationnels. Il faut dire aussi que nous
ne connaissons pas de domaines affinoides pas rationnels qui puissent étre
décrits explicitement : un domaine affinoide est tendentialement donné par
le biais d’inégalités du type montré ci-dessus. Le domaines de Laurent nous
donnent la description la plus générale possible des bases des voisinages des
points dans un espace k-analytique.

On a dit que ces domaines sont fondamentaux pour décrire un recolement :
sans entrer dans les détails d’une construction technique on peut spécifier
que il nous permettent de définir une G-topologie qui donnera sens a la
notion de recouvrement affinoide.

1.2.7 Espaces k-analytiques

On veut maintenant définir en généralité un espace analytique. Tou-
tefois ici 'inspiration provenant de la géométrie algébrique ou analytique
complexe est trompeuse : en fait les briques qu’on voudrait recoller ne
sont pas des parties ouvertes mais fermées. Une construction a été pro-
posé par V.G.Berkovich dans [Berl], mais considéré insuffisamment géné-
rale (par exemple la catégorie des espaces k-analytique dans cette premiere
construction ne contient pas certains espaces rigides, par exemple ceux qui
sont fibres génériques d’un schéma formel localement de type fini ni propre
ni affine sur anneau des entiers d’un corps ultramétrique) et changée par
lui méme dans [Ber2] : en ce dernier article il propose une nouvelle défi-
nition plus satisfaisante a ’aide d’outils tres techniques et sa construction
n’est pas particulierement instructive pour son emploi, par conséquent sera
omise dans ce travail. Ce qui nous intéressera le plus sera de reconnaitre
dans un espace k-analytique général (que jouira des bonnes propriétés topo-
logiques comme la compacité locale et locale connexité par arcs) les parties
compactes qui sont homéomorphes a un domaine affinoide via des applica-
tions nommées atlas affinoides. Nous appellerons ces parties aussi, avec
un petit abus de notation, domaines affinoides. La famille des domaines
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affinoides dans un espace k-analytique X satisfait des conditions nécessaires
a sa bonne définition. Si rappellons la propriété universelle des domaines
k-affinoides nous semble raisonnable de demander la suivant condition de
compatibilité : donnée une inclusion U C V' de deux domaines affinoides
dans X on demande d’avoir un morphisme de restriction Ay — Ay tel que
le diagramme

M(Ay) ——=U .

M(Ay) ==V

commute et que 'image de M (Ay) soit un sous domaine affinoide de M(Ay)
en regardent M (Ay ) comme une algebre k-affinoide. De méme nous deman-
dons des conditions de maximalité : la plus immédiate est d’exiger que si
U est domaine affinoide dans X et V est domaine affinoide dans U si on
identifie ce dernier avec M(Ay) alors V est un domaine affinoide de X.
Enfin nous aurons besoin de conditions de recouvrement. Comment on a
déja remarqué il s’agit de parties compactes et donc il faudra relaxer notre

conception de recouvrement ouvert. On dispose pour ceci de la théorie des
topologies de Grothendieck dont on va donner un apercu.

1.2.8 Topologie et G-topologie

Les topologies de Grothendieck ont été developpés dans les année ’60
pour résoudre les problemes qui dérivaient de I’emploie de la topologie de
Zariski : une topologie trop faible pour réfléchir les propriétés plus fines des
schémas, nécessaires pour établir résultats de toute premiere importance
(au debout la motivation était surtout de formaliser la théorie de la descente
cohomologique). Dans la suite I'idée s’est révélée extrémement féconde et elle
a été utilisée dans un nombre impressionnant de contextes assez différents
entre eux. Pour ce qui concerne ce travail on verra comme la notion de
satisfaire une propriété “par morceaux” ou l'idée de récolement le long de
parties compactes s’expriment de facon tres naturelle dans le langage des
topologies de Grothendieck. Nous renvoyons a [SGA4| ou a [Vistoli] pour
ce qui concerne la théorie générale des topologies de Grothendieck et des
faisceaux sur celles-ci et nous nous limiterons a énoncer quelques faits.

1.10 Définition. Soit C une catégorie. Une topologie de Grothendieck
sur C est la donnée pour chaque objet U dans C d’une collection d’en-
sembles de fléeches (qui seront appelées familles couvrantes) {U; — U}
qui satisfont les “conditions des cribles” :

1) Si' V.— U est un isomorphisme, l’ensemble {V — U} est une famille
couvrante ;
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2) Si {U; — U} est une famille couvrante et V. — U est une fleche quel-
conque alors le produit fibrée U; Xy V' existe et l'ensemble des projections
canoniques {U; xy V- — V'} est une famille couvrante associée a 'V ;

3) Si{U; — U} est une famille couvrante et pour tout i nous avons une fa-
mille couvrante associée a U;, {Vi; — U;} alors l'ensemble des composées
{Vij = U} est une famille couvrante associée a U.

Une telle donnée généralise la notion de recouvrement et sera appelée un
recouvrement de U. La catégorie C généralise la notion de catégorie d’ou-
verts d’un espace topologique et sera appelée site une fois munie d’une to-
pologie de Grothendieck.

Les sites X5 et Xp

Nous retrouvons tres naturellement des sites dans les objets que nous
avons construit : la topologie de Grothendieck qu’on va construire n’est
guere loin de se comporter comme une topologie au sens usuel (les objets du
site sont encore des sous ensembles de X et il ne sera difficile de comprendre
les produits fibrés de tels objets) et est dénommée G-topologie. Regardons
vite sa construction.

1.11 Définition. Soit Y une partie de X, espace analytique separé. Elle est
un domaine (resp. strictement) k-analytique si admet un recouvrement
localement fini par des domaines (resp. strictement) k-affinoides.

La catégorie dont les objets sont les domaines k-analytiques de X et les
morphismes les inclusions est notée X@g et devient une site si on la muni de
la topologie de Grothendieck pour laquelle les familles couvrantes sont les
recouvrements qui peuvent étre raffinés en un recouvrement localement fini
par des domaines k-affinoides. Si nous imposons a X la condition supplémen-
taire d’étre strictement k-analytique (ce que nous verrons étre condition &
imposer sur des courbes pour definir un faisceau des fonctions harmoniques),
definissons Xg
Les conditions de recouvrement évoquées auparavant peuvent alors s’expri-
mer en disant que X lui-méme est un domaine analytique, et que l'intersec-
tion de deux domaines affinoides de X est un domaine analytique.

Remarque. 1’idée de travailler avec une topologie de Grothendieck (dont
les recouvrements sont qualifiés d’admissibles) est a la base de la théorie
rigide. Elle est associée a une topologie “au sens usuel” pour laquelle cet
espace est Hausdorff mais qui n’est pas aussi riche que pour un espace de
Berkovich et par conséquent n’est guere utilisée. Cependant pour rapprocher
les deux théories il est important de voir que (comme pour la topologie) la
G-topologie dans un espace de Berkovich est construite a partir du cas rigide.
On verra en fait que dans un espace de Berkovich on peut reconnaitre des
points qu’on appellera rigides, ’ensemble des ceux-ci étant un espace rigide.
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Faisceaux

Le but de ce mémoire étant de définir des fonctions harmoniques sur
les courbes de Berkovich, nous pensons qu’il serait bien de s’attarder en
regardent les constructions canoniques des faisceaux le plus importants dans
un espace analytique. Pour construir un faisceau structurale pour la G-
topologie de X est de fondamentale importance le théoréme suivante :

1.12 Théoréme (Acyclicité de Tate). Soit {V;} un recouvrement fini par af-
finoides d’un espace k-affinoide X = M(A). Pour tout A-module de Banach
fini M, le complexe de Cech

0%MﬁHM®,4.AVi %HM@AAVZ,QVJ — ...
i i,J
est exact (et admissible).

Comme corollaire de ce théoréeme on peut prolonger la correspondence
V = Ay en un faisceau sur Xg. Plus précisément nous considérons pour
chaque objet V de X, si {V; — V'} est un G-recouvrement affinoide, ’objet
Ox (V) := Ker ([[; Av; = [I; j Aviny;). Grace au théoréme de Tate nous
avons que si V est un domaine affinoide alors Ox (V') = Ay et que dans le cas
général Ox (V) ne depend pas de la famille choisie comme recouvrement. De
plus, pour construction il vérifie les propriétés de récolement qui lui donnent
structure de faisceau de k-algebres de Banach sur le site Xg. Il est appelé
faisceau structural de X.
En particulier les morphismes de restrictions sont bornés.

1.13 Proposition. Soit X un espace k-analytique. Les propriétés suivantes
sont satisfaites :

i) Si X est connexe, il est connexe par arcs;

ii) Tout point de X admet un systeme fondamental des voisinages qui sont
des domaines k-analytiques compactes et connexes par arcs.

Libro mattone. O

En utilisent le deuxieme point de cette proposition on peut observer une
premiere relation entre le site X¢ et le site canoniquement associé a ’espace
topologique sous-jacent a X : en fait cet énoncé nous dit que tout ouvert
de X est réunion d’une famille localement finie de domaine k-affinoides et
peut étre bien considéré comme objet de Xg. En déduisons un foncteur
d’inclusion Ouv(X) — X¢ qui se prolonge en un morphisme de sites

mx 1 Xg = Ouv(X).

Par définition de morphisme de sites le foncteur d’inclusion est continu et la
transformation naturelle des prefaisceaux se restraint aux faisceaux. Nous
pouvons ainsi définir par le biais de mx un faisceau structural pour la topo-
logie de X.
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Remarque. Une analogie avec la théorie des variétés analytifiée decoule du

fait que nous pouvions définir aussi le faisceau structural sur X suivant la

régle Y — Hom(Y, Ay®"). En fait on verifie que, si V est un domain affinoide

dans X, alors Hom(V, Ay*") = Hom(V, U, M(k{r~'T})) = U, Homy,_ay(k{r T}, Ay) =
Ur(Ay N D(0,7)) = Ay.

Une fois vérifiée la coincidence des valeurs sur les domaines k-affinoides,

I’acyclicité de Tate nous donne la coincidence sur tout objet de X¢.

Nous avons défini de fagon tres naturelle ces faisceaux structuraux : en
un sens fonctoriel mais aussi de parallélisme avec la théorie des schémas
dans laquelle le role du faisceau est centrale pour décrire ’équivalence de
catégories sur les briques locales entre objets de nature algébrique et objets
de nature géométrique. Comme dans le cas schématique on voudrait que
ce soit un objet strictement lié a 1'idée de fonction régulier. La définition
suivante pour les espaces affines analytiques nous aide a comprendre quelle
est la relation entre les deux approches mentionnées ci dessus.

1.14 Définition. Pour tout ouvert U dans AZ’CL" soit
Sy = {f S A[T1,...,Tn] (Vx € U,f(a?) #* 0}.

Le prefaisceau des fractions rationnelles sans pdles sur l’espace analy-
tique KC est le foncteur controvariant Ouv(A*") — Ann défini par localisa-
tion par la formule

KU) =Sy AT, ..., Ty).

Le faisceau des fonctions analytiques O sur lespace A" est le fonc-
teur controvariant Ouv(A™") — Ann tel que O(U) soit Uanneau ensem-
blistiquement constitué par les applications f : U — [, ey H(x) qui satisfont
les propriétés suivantes :

1. f(z) € H(x)

2. Tout x € U a un voisinage ouvert V.C U avec une suite lui associée
{Ri}ien de fractions rationnelles sans péles qui converges a f : en
formule, quelque soit € > 0 il existe un entier positif j tel que soit
VETIfi€ :

Vi>jetyeV,|f(y) — Ri(y) <e.

Remarque. La motivation de cette définition n’est gueére mystérieuse : pre-
nons k = C muni de la valeur absolue usuelle | - |,. Le faisceau des fonc-
tions analytiques sur C" est exactement le faisceau des germes des fonctions
holomorphes : en fait une limite uniforme de fonctions holomorphes reste
holomorphe et ces fonctions sont caractérisés par le fait d’étre fractions ra-
tionnelles sans poles sur 'ouvert considéré.

Est trés remarquable le fait que sur | X| ce faisceau coincide avec le faisceau
structural défini de fagon si abstraite mais il faut dire aussi que, pour k corps
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ultramétrique complet, ce faisceau ne s’extend pas sur la G-topologie au fais-
ceau structurel (rappelons la fagon canonique de considérer les sections sur
un fermé F' en prenant la limite inductive des sections sur le systeme des
ouverts contenants F'). Par exemple 'algebre des sections de OAZ’M sur le
disque unitaire fermé centré en 0 est ’algebre de Tate k{71,...,T,,} en tant
que pour 9 est I'algebre de Washnitzer de séries qui convergent au voisinage
du disque.

Le faisceau des fonctions continues

De facon générale une fonction u : X — Y entre espaces topologiques est
continue si et seulement s’il existe un recouvrement localement fini par de
fermés {F,} tel que u|f, soit continue. Le foncteur X¢ — Ann qui associe
A un domaine k-analytique Y l'anneau des fonctions continues CY(|Y],R)
est donc un faisceau en anneau pour la G-topologie de X. Cela ne marche
pas avec les fonctions lisses ou linéaires par lesquelles il faudra vraiment
utiliser la G-topologie. Le but de notre construction du site Xg a été en
fait de pouvoir construire naturellement un faisceau de fonctions linéaires,
affines ou dérivables "par morceaux”, qui (a différence que dans le cas de
la continuité) sont bien différent des fonctions qui satisfont globalement ces
propriétés.

1.2.9 Dimension

On voudrait comprendre comment définir une courbe dans ce contexte.
Nous aurons besoin pour commencer d’une notion de dimension, cohérente
avec le contexte “algébrique” de notre construction. Nous utilisons le fait que
pour tout algebre affinoide A il existe une extension complete K de k telle
que A%K soit strictement K-affinoide. La dimension (au sense de Krull) de

'algebre ARK est alors indépendante du choix de K.
k
1.15 Définition. Soit X un espace k-affinoide = M(A) et K une extension
de k telle que AQK soit une algébre strictement K -affinoide. La dimension
k
analytique de X est la dimension de lalgébre ARK. Si X est un espace
k
k-analytique sa dimension analytique est définie par

dim(X) = Us&le{dim«')X(U))}

ot Cq indique la propriété d’étre un affinoide contenu dans X.

Exemples (Un cas de dimension analytique # dimension de Krull). L’exemple
suivant nous montre que la définition de dimension analytique n’a pas été in-
utilement scrupuleuse : il arrive, parfois, dans le cas d’une algébre affinoide
non-stricte que sa dimension de Krull ne coincide pas avec la dimension
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analytique de l’espace associé.

Considérons Ualgeébre k, = k{rTy,r'T2}/(T1To — 1) avec r € R,. Elle
est l’algébre des “séries de Laurent” convergents sur la couronne d’équation
|T| = r dans k. Lorsque r ¢ +/|k*|, cette algébre est un corps (donc de
dimension 0), mais pour tout r le produit tensoriel complété k:ﬂ%k‘r est iso-

morphe a 'algébre strictement ky-affinoide k.{S1,S2}/(S152—1), de dimen-
sion de Krull 1, aussi dans le cas dans lequel r n’est pas de torsion modulo
le groupe des valeurs.

Par ailleurs on a une notion de dimension topologique qui est importante
a retenir puisque nous arrive souvent de travailler avec la topologie. Dans
le cas ou X est un espace paracompact (ce que sera toujours notre cas a
partir du deuxieme chapitre) la dimension topologique est toujours inférieure
ou égale a la dimension analytique et elles coincident si X admet un G-
recouvrement par des domaines strictement k-affinoides.

1.2.10 Norme spectrale

1.16 Définition. Soit (A, ||-||) un anneau normé : la semi-norme spec-
trale est définie par la formule p(f) = limn_,OOHf"Hl/n pour f € A.

Elle est puissance-multiplicative (p(f?) = p(f)!, Vf € A) et en fait la
plus grande norme bornée par ||-|| avec cette propriété.

1.17 Lemme. Si la norme ||-|| satisfait I'inegalité ultramétrique, la semi-
norme spectrale est ultramétrique.

1.18 Proposition. Si A est une algebre k-affinoide réduite alors la semi-
norme spectrale est une norme et est équivalente a la norme de Banach de

A.

Si A est une algebre de Banach réduite alors sa norme de Banach est
equivalente a la norme spectrale : existe une constante C' > 0 telle que
Il < Cp(f). Nous utiliserons cette norme pour introduire les constructions
fondamentales qui forment le lien entre la géométrie de Berkovich et la géo-
métrie formelle (réduction, fibre speciale et générique). Il faut énoncer a ce
propos la remarquable propriété que la norme spectrale d’un élément a en
relation avec le comportement de cet élément-fonction :

1.19 Proposition. Soit A un anneau de Banach, f € A et X = M(A).
Alors

p(f) = sup | f(x)].

rzeX
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1.3 Géométrie rigide et formelle

Comme I’histoire moderne aurait di nous apprendre depuis longtemps,
faire une révolution peut étre tres passionnant mais implique aussi l'inca-
pacité (ou la grande difficulté) de garder les bonnes choses qui avaient été
précédemment établie, c’est pourquoi nous remarquons avec soulagement
que aussi bien la géométrie rigide que la théorie formelle qui lui correspond
s’adaptent harmonieusement au nouveau contexte “a la Berkovich”. Voyons
comment :

1.3.1 Les points rigides

Quand on a décrit les types des points d’un disque M(k{%}) NOUS avons
fait remarquer la présence des points rigides, qui correspondent dans le cas
algébriquement clos aux points de type 1 et plus en générale par défini-
tion aux idéaux maximaux (= points rigides) d’une algebre strictement k-
affinoide k{%} De fagon plus générale (il faut supposer juste k pas triviale-
ment valué), si notons M (A) I'ensemble des idéaux maximaux d’une algebre
strictement k-affinoide A, on peut définir une application ensemblistique

M(A) & M(A)
my = [Xmg)

I'image étant la classe d’équivalence du caractére borné ym, : A — A/m, a
valeurs dans le corps résiduel du point rigide. Ce corps résiduel ne necessite
pas une completion en étant déja complet en tant que extension finie du
corps k.

La fonction juste décrite est injective, a image dense et induit la topologie
canonique des espaces rigides [Con, exercice 2.1.1] a partir de la topologie
canonique des spectres analytiques. En autres mots on a plongé les points
rigides dans un espace affinoide et on peut toujours reconnaitre un point
rigide par la propriété caractérisante d’avoir comme corps résiduel une ex-
tension finie de k.

Ces considérations étant de caractere local, elles se prétent bien au recol-
lement et deviennent ainsi valables pour un espace k-analytique général :
dans cela ’ensemble des points ayant corps résiduel fini sur k£ a une struc-
ture d’espace rigide.

11 a été montré par Berkovich dans [Ber2] que, si X est un espace strictement
k-analytique séparé et nous y regardons le sous ensemble des points rigides
Xo={z € X :[H(z) : k] < oo} avec sa structure d’espace rigide, le foncteur
X — X est pleinement fidele et réalise une équivalence de catégories entre
espaces strictement k-analytiques paracompacts et espaces rigides quasi se-
parés.

On peut donc dire de fagon naive que la relation entre espaces rigides et es-
paces de Berkovich est que ces derniers sont obtenus en rajoutant des points
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de telle facon que certaines propriétés soient mises en évidence par 'allure
topologique et algébrique des espaces ainsi obtenus. Une des nouveautés les
plus considérables de cette nouvelle construction est la notion de “bord”.

Bords

Soit X un espace k-analytique. Le bord de X est un ensemble des points
de X, et cette notion permet la compréhension a niveau topologique des pro-
priétés de compacité, de connexité, d’irreductibilité et d’admissibilité. Nous
allons justifier cette affirmation apres avoir donné les bonnes définitions en
commencant d’un étude sur les briques locales.

1.20 Définition. Soit (A, |||) un anneau de Banach. On dit qu’un partie
fermée I de M(A) est un bord fonctionnel de M(A) si elle vérifie :

Ve A, sup {[f(z)]}= ilellrﬂ{\f(l‘)l}-

2EM(A)

On appelle bord de Shilov de M(A) (noté I \qa)), si elle existe unique,
la plus petite (par inclusion) partie de M(A) que est un bord analytique.

Dans le cas affinoide I'\(4) existe et il est fini. Il est un singleton si et
seulement si la semi-norme spectrale de A, p, est multiplicative. En ce cas
elle en est I'unique élément : I' yq(4) = {p}.

Dans le cas strictement affinoide cette propriété nous permet d’étudier un
comportement globale des fonctions : si f € A* alors |f(z)| < |f(p)| et
If~Yz)| < |f(p)|, donc |f(x)| est constante pour tout x € M(A). Ceci
passe seulement dans le cas ot A est intégrale.

Nous disposons aussi d'une notion de bord analytique :

1.21 Définition. Soit x € M(A). Il est dit point interieur s’il existe
une presentation de A de la forme k{%, ce %}/Z, telle que le morphisme
naturel

MA) 5 MEL, .. Iy

satisfait les inégalités |T;(p(x))| < r4,Vi. La partie des points dans M(A)
qui ne sont pas interieurs, notée IM(A), est dite bord analytique ou sim-
plement bord.

Un point rigide est interieur et, dés que M(A) ne contient aucun point
rigide isolé, le bord de Shilov est contenu dans le bord.
Enfin nous avons une notion du bord “relatif’, c’est a dire de bord d’un
morphisme d’espaces affinoides :

1.22 Définition. L’intérieur est une partie ouverte et le bord est donc fermé
dans M(A). Soit A — B un morphisme d’algébres affinoides qui induit
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M(B) 5 M(A). ¢ est dite intérieure eny € M(B) s’il réalise un isomor-
phisme B ~ A{%, ol %’:}/I tel que le morphisme

M(B) iM(A{Q,...,Tm

n
satisfait les inégalités |T; (v (y))| < rs, Vi.

Est intéressante de faire remarquer que ¢ est sans bord si et seulement
si B est une A-algebre de Banach finie (dans le sense qu'il est isomorphe a
un quotient de A" comme A-module de Banach).
Comme on a anticipé au début de la section il y a différentes propriétés que
sont en relation avec la notion de bord :

— compacité : Le bord est une partie fermée : c’est souvent le cas (voir
I’exemple ci dessous) que en rajoutent le bord & un espace k-analytique
on remédie a son défaut de compacité;

— connexité : A laide de la caractérisation par application de réduc-
tion qu’on verra dans la prochaine section on peut montrer que enlever
le bord complémentaire d’un espace d’abord connexe lui fait perdre
cette propriété. Ici c’est importante de considérer le bord analytique :
il y a des cas ou on enleve le bord de Shilov et on obtient un espace
encore connexe (par exemple M(k{S,T}) — nGauss)-

— admissibilité : Il y a un lien entre les recouvrements ouverts d’un

espace de Berkovich X et les recouvrements ouverts admissibles sur
I’espace rigide sous-jacent : un recouvrement qui est admissible sur le
site rigide se prolonge & un recouvrement de |X|.
Il arrive donc que soit la présence d’un bord a empécher que certains
relations définissant un recouvrement dans X,;, satisfassent une condi-
tion de recouvrement de X : le recouvrement en question ne sera donc
jamais admissible.

Exemples. — Un exemple simple et tres concret de situation dans la-
quelle le bord se révele d’importance fondamentale est le disque uni-
taire de Berkovich X = M(k{T}). Soit no1 le point de Gauss, soit
D = {x € M(K{T} : |T(z)| = 1}). D’apreés les considérations sur
la norme spectrale Uintérieur de D dans M(k{T'}) est D — no1 et
donc le point de Gauss est l'unique élément du bord. Nous savons par
ailleurs que enlevant ce point nous obtemons une infinité de compo-
santes connezes (le point de Gauss est toujours de type (2), voir des-
sin). Le bord est en autre mot ce que nous permet de connecter notre
espace.

Considérons dans X,;q son recouvvrement par disques unitaires ouverts
U = {D(a, 1[}aeke- Il est bien un recouvrement, mais par contre si
D(a,1[= {z € X : |a(x)] < 1l,a € k°} Uensemble d’ouverts V =
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{D(a,1[}qeke ne recouvre pas X : on a plitot que

U V=X-n1:
Vey

c’est exactement le bord qui manque pour recouvrir X. U est en fait
un recouvrement qui n’est pas admissible.

1.3.2 Schémas formels

Déja dans le contexte de la géométrie rigide les outils de la géométrie
formelle ont été utilisés et étudiés a fond notamment par Michel Raynaud
[Ray]. En adoptent ce point de vue il parte d’une algebre sur 'anneau de va-
luation k° et il étude son spectre formel. Il est toujours possible d’obtenir une
k-algebre de Banach par tensorisation. L’espace rigide lui associé sera appelé
fibre générique. Les avantages de ce point de vue sont nombreuses : possi-
bilité d’utiliser les éclatements pour rendre inversible un faisceau d’idéaux,
description avec équations & coefficients entiers et donc possibilité d’étu-
dier le k-schéma obtenu par réduction (et ensuite utiliser les propriétés des
k-algebres polynomiales pour obtenir informations sur les k-algébres de sé-
ries), appelé fibre spéciale. Enoncons ici les résultats qui relient ces objets
non plus en relation avec la théorie de Tate, mais dans le contexte Berko-
vich dans lequel on veut développer une théorie des courbes analytiques non
archimédiennes.

La fibre générique

Soit A une k°-algebre topologiquement de présentation finie et plate.
Soit X = Spf(.A4). Nous pouvons obtenir une k-algebre de Banach par ten-
sorisation en posant A = A ®po k avec la norme définie par

lal| = inf{|A| : @ € \A}.

1.23 Définition. La fibre générique de X (se note X)) est l'espace stric-
tement k-affinoide M(A).

Définissons A° := {a € A: p(a) <1} et A? :={a € A:p(a) <1} A%
est un idéal dans A° et le quotient A = A°/A° est une k algebre de type
fini, réduite.

La fibre spéciale

Dans le mémes hypothéses un autre objet est de grande utilité pour
I’étude de la réduction de X, sa fibre spéciale :

1.24 Définition. On définit fibre speciale du schéma formel X = Spf(A),
le schéma affine Spec(A Qo k). Elle est notée Xs.
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Remarquons d’abord que, comme espaces topologiques X et X5 coin-
cident. Toutefois leur structure d’espaces annelés differe, étant le faisceau
structurel de X donné par la limite projective des Oy,. Il sera donc utile
suivent le propriétés algébriques qui nous servent de considérer des recou-
vrements ouverts sur I’un ou sur 'autre des espaces.

Exemples. Soit a € k° non nul. Considérons la k°-algeébre topologiquement
de présentation finie A(a) = k°{Ty,Th}/(ToT1 — a) et le schéma formel
associé S(a) = Spf(A(a)). Sa fibre générique est une couronne dans le disque
unitaire de Berkovich sur k : X, = {z € A,lg"m :al < |Ti(x)] < 1} en tant
que pour étudier sa fibre spéciale il faut séparer deux cas :

~ Sila| =1, alors Xy = Spec(k{Ty, T\ }/(ToTy — a)), le k-tore G,,i;
- Sila| < 1 sa reduction modulo k°° est nulle et on obtient X5 =

Spec(k{Ty, T1}/(ToT})), deux droites incidents.

1.3.3 Réduction

L’étude des fibres génériques (au sens de Berkovich) nous amene a consi-
dérer la possibilité de les réduire de fagon telle a utiliser la théorie des sché-
mas : soit X = Spec(A). On dispose d’une application de réduction naturelle
I X qui envoie une semi-norme x sur le noyau de ’application in-
duite A — ”ﬁz—m/)

Par ailleurs I'inclusion d’algebres A ®go k < A nous donne canoniquement
un morphisme dominant fini

W)(:.jfv—>?(s.

En composent 7 et my nous obtenons une deuxieme application de réduction
sur la fibre spéciale r : &), — X,. Explicitement cette réduction envoie une
seminorme de la ﬁbﬁf\;/générique sur l’idéal premier noyau de ’application
induite A @0 k — H(z).

Les applications de réduction sont anticontinues : 'image réciproque d’une
partie fermée est ouverte et vice-versa. Cette propriété a premiere vue bi-
zarre est conséquence de la différente philosophie topologique des espaces de
Berkovich par rapport & la théorie schématique. Par exemple si A = k°{T'},
I’image inverse d’un point fermé de A]}c’(m est un disque unitaire ouvert de
Berkovich dans M(k{T'}). L’unique point que n’appartient pas a l'image
réciproque d'un point fermé est 791. On peut généraliser cette propriété
fondamentale en une proposition que devient ainsi une caractérisation du

bord de Shilov :

1.25 Proposition. Si X = M(A) le bord de Shilov I'x est I'image réci-
proque par lapplication 7 de I'ensemble X(© des points génériques de X.
De plus 7 réalise une bijection de I'y sur X0

zely.

telle que k(7(x)) = H(x) pour
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Nous avons aussi un résultat intéressante par rapport au bord complé-
mentaire qui sera utile dans la suite :

1.26 Lemme. Soit X un espace k-affinoide. Son intérieur X — 90X est
I'image réciproque par 7 des points fermés dans X. Dans le cas particulier
ou X =Spf(A) alors &, — 0X), est I'image réciproque par 7 des k-schémas
propres contenus dans Xj.

L’adjectif admissible

On a déja commencé dans ce chapitre a parler plus ou moins explicite-
ment d’objets admissibles et dans la suite cet adjective deviendra de plus
en plus important. Peut étre donc qu’il vaille la peine d’éclaircir origine,
définition et emploi de cette idée si enracinée dans beaucoup de questions
en géométrie analytique ultramétrique.

Dans toute la mathématique et dans la géométrie algébrique en particulier
nous arrive d’avoir besoin de sous-classes d’une classe d’objets qui contient
exactement les éléments qui satisfont les propriétés qui ameénent aux ré-
ponses cherchées. On pourrait dire que, bien que cette propriétés puissent
étre tres compliqués a décrire, ces entités apparaissent naturellement dans
la théorie développée et se présentent au mathématicien comme les “bons
objets a étudier”.

C’est ainsi que Tate appelle admissibles les recouvrements dont il a besoin
pour sa théorie. Par ailleurs Grothendieck donne une définition d’anneau to-
pologique admissible, semblable & la définition d’anneaux adique. Au sense
de Grothendieck A est admissible si :

— A est linédarement topologisé : il existe une base de voisinages (Iy)xea
de 0 qui consiste d’idéaux de A;

— A admet un idéal de définition ;

— A est séparé et complet.
Ces anneaux sont a la base des construction en géométrie formelle. On aura
besoin d’utiliser aussi la notion d’éclatement admissible : ceci a été in-
troduite pour étudier le probleme de décrire tout schéma formel admissible
qui admet comme fibre générique un espace rigide donné. Au sens de Ber-
kovich la situation n’est guere différent et nous utiliserons ces éclatements
pour montrer relations entre certains objets géométriques formels et leurs
fibres génériques.
Les éclatements admissibles sont les éclatements, dans la catégorie des S-
schémas formels, des idéaux cohérents (et ouverts). Plus précisement, la
définition d’un éclatement admissible est la suivante :

1.27 Définition. Soit X un S-schéma formel localement topologiquement
de presentation finie. Soit J dans Ox un idéal ouvert cohérent. Alors le
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S-schéma formel

Xy = lim Proj( T @0y (Ox/I"Ox))
neN d=0

ensemble avec la projection canonique X7 — X est appelé éclatement for-
mel de J sur X. Chaque éclatement de cette forme est désigné d’éclatement
admissible.

Une propriété remarquable des éclatements admissibles est leur commu-
tativité avec changement de base plat. Ceci est une des motivations pour
laquelle on se place dans le contexte d’une k°-algebre topologiquement de
présentation finie et plate. Un autre raison pour faire ceci est d’éviter “mau-
vaises réductions” de bonnes équations. Par exemple si nous voulons dé-
crire un disque analytique fermé comme fibre générique du schéma formel
Spi(Z,{X,Y}/(pX + pY — p)) serait une description tout a fait bonne de
I’espace analytique mais sa fibre spéciale ne conserverait pas les relations
voulues (e.g. de dimensionlalité) avec la fibre générique, étant-elle IFZ.



Chapitre 2

Courbes analytiques de
Berkovich

Comincio in quel tempo a
scrivere un Progetto di
costituzione di uno Stato Ideale
fondato sopra gli alberi in cui
descriveva 'immaginaria
Repubblica d’Arborea, abitata
da uomini giusti.

(Italo Calvino, “I1 Barone
Rampante”)

Appliquons les outils présentés dans le premier chapitre pour étudier le

cas des courbes analytiques : c’est sur celles-ci que nous pouvons établir une
convenable théorie du potentiel a ’'aide d’une structure polyédrale de di-
mension au plus 1 leur associée, le squelette. Cette construction a I’avantage
d’étre extrémement concrete, mais il faut dire aussi que n’est pas possible
de la généraliser telle qu’elle en dimension > 2 puisque elle relie sur une
définition de fonction harmonique construite ad hoc sur les polyedres de di-
mension inférieure.
De toute facon déja le cas des courbes fait remarquer une structure tres riche
qui amene a intéressants applications : concentrons nous donc sur celle-ci en
commencant par I'introduction des courbes analytiques au sens de Berko-
vich.

2.1 Analytifier une courbe algébrique

Une fagon classique pour obtenir des espaces k-analytiques “intéressants”
est de partir d’'un schéma localement de type fini sur k et lui appliquer un
foncteur d’analytification : si X = Spec(A), avec A une k-algebre de type

27
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fini, nous définissons un espace topologique X" qui est I’ensemble des semi-
normes de A dont la restriction & k est la norme considerée (en général,
dans le cas d’'une A-algebre nous demandons qu’elle soit bornée dans A
mais quand ceci est un corps les deux définitions sont équivalentes) muni de
la topologie induite par la topologie produit de R4 (en ligne avec la défini-
tion de spectre analytique). Le cas général d’un schéma localement de type
fini s’obtient enfin par recollement.

La loi X — X" g’étend a un foncteur covariant appelé foncteur d’analy-
tification. Dans le cas ou &k = C la théorie de I'analytification de variétés
algébriques est tres bien connue et atteint son sommet dans article Géomé-
trie Algébrique et Géométrie Analytique par J.P.Serre. Les nouveaux pos-
sibilités que les résultats démontrés dans cet article ont donné par rapport
a l'utilisation d’outils de la géométrie analytique complexe (par exemple la
théorie de Hodge) en géométrie algébrique ont été si remarquables qu’on ap-
pelle aujourd’hui résultés de type GAGA pour se référer a chaque théoreme
permettant le passage d’une catégorie d’objets de la géométrie algébrique, et
de leurs morphismes & une sous-catégorie bien définie d’objets géométriques
analytiques et leurs applications reguliers.

Reinhardt Kiehl formule de théoréemes de type GAGA pour la géométrie
analytique rigide qui sont étendu aux espaces k-analytiques par Berkovich
dans le troisieme chapitre de [Berl].

Enoncons ici sans les démontrer, les résultats principaux de la théorie de
I’analytification pour les espaces k-analytiques.

2.1 Proposition. Soit X une variété algébrique sur k. L’espace X" est
bon et sans bord, sa dimension k-analytique, sa dimension topologique et la
dimension de Krull de X' coincident (pas comme dans C ou la dimension de
I'analytifiée double sa dimension de Krull).

Il existe un morphisme d’espaces annelés X*" — X plat et surjectif qui
induit une bijection mo(X") — mo(X), et identifie 'ensemble des points
rigides de X" a celui des points fermés de X. L’espace topologique X'*" est
séparé si et seulement si X est séparée; il est compact si et seulement si X
est propre, et dans ce dernier cas des théoréemes de type GAGA s’appliquent.

Rappel. Un espace analytique X est dit bon si chaque point x € X a un
voisinage qui est un domaine affinoide. Si on regarde comme on a défini
le faisceau structurel Ox on s’apercoit qu’il se comporte comme dans le
cas “schématique” seulement pour les points ayant voisinage k-affinoide. Par
exemple pour un espace que n’est pas bon H(x) est le complété du corps de
fractions de Oy ..

Cette définition est tout a fait nécessaire lorsque disposons de nombreuses
exemples d’espaces en dimension 1 qui ne sont pas bons (voir ci dessus).
En devant exclure ceux-ci dans notre définition une idée pourrait étre de
considérer seulement les analytifiés de courbes algébriques. Cette classe est
pourtant trop petite pour ce que nous voulons faire : nous verrons avec
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la définition de courbe strictement k-analytique une maniére plus incisive
d’éliminer le cas pathologique d’espaces pas bons.

Exemples (Des espaces qui ne sont pas bons). Soit X le schéma for-
mel obtenu en recolent deux copies de de Spf(k°{T'}) le long de l'ouvert
U = Spf(k°{T,T~1}) via les immersions canoniques. Considérons sa fibre
générique X : elle est un espace strictement k-analytique recollement de
deux copies du disque unité fermé M(k{T'}) le long du domaine k-affinoide
{|T| = 1} (les morphismes de recollement étant encore les immersions ca-
noniques). Le bord de Shilov de ce disque unité consiste d’un seul point n
qui n’a pas de voisinage affinoide dans X. Pour montrer ceci il faut utiliser
la théorie de Raynaud : si un tel voisinage existait, on aurait pu trouver
un éclatement admissible ) — X tel que Y soit un Spf(k®)-schéma se-
paré. Cet éclatement étant par definition separé et le morphisme canonique
X — Spf(k°) ne létant pas, on trouve un absurde.

On pourrait donc se demander si c’est la propriété de séparation 'unique
obstruction a la bonté d’un espace k-analytique. La réponse est tout a fait
négative : ils existent des espaces séparés qui ne sont pas bons. Par exemple
considérons le disque unitaire en deux dimensions Do. Le lieu de validité sur
ceci de la condition “|T1| = 1 ou |T3| = 17 n’est pas bon : on peut montrer
(mais pas trop facilement) que le point Y a; ;TiT3 — max |a; ;| ne posséde
pas de voisinage affinoide dans ce lieu.

Les espaces affines et projectif se définissent grace a ce processus d’ana-
lytification : n’est donc pas étonnante de rencontrer la définition suivante :

2.2 Définition. Soit (A, |-||) un anneau de Banach.

Définissons AZ’M, l’espace affine analytique de dimension n sur A, comme
l’ensemble des semi-normes multiplicatives sur A[Ty,...,T,] dont la restric-

tion a A est bornée par ||-||.

De méme maniére définissons l’espace projective analytique IP’Z{“" comme

Uanaliyifié de I’ A-schéma propre P7).

2.1.1 La droite affine et la projective

Considérons la droite projective sur un corps ultramétrique complet et
algébriquement clos Pi’an. Elle est un espace k-analytique purement de di-
mension 1, compact et sans bord. Il peut étre obtenue a partir de la droite
affine simplement y rajoutant un point a I'infini. Pour comprendre les types
de points qu’on trouve dans la droite projective analytique on se rameéne
donc & étudier la droite affine analytique A}C’a".

N’est guere difficile de classifier les points de celle ci puisque on dispose d’un
atlas explicite : pour tout r € Ry notons E, := {z € A,lf’a" S| T(x)] < 7}
Nous avons de fagon naturelle un homéomorphisme ¢, : M(k{r=1T}) — E,
induit par la restriction des semi-normes sur k[T"] et on obtient ainsi I'atlas
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affinoide (E,, ¢r).

Par le biais de cet atlas, puisque on sait déja classifier les points des disques,
nous obtenons sans aucun effort une classification des points de A,lc"m. Re-
marquons que les différences entre types de points n’est pas seulement to-
pologique mais a aussi une caractérisation algébrique :

2.3 Lemme (Inégalité d’Abhyankar). Soit o € A;®". Notons s(z) le degré
de extension résiduelle H(z) /k et t(z) le rang du groupe abélien |H (z)*|/|k*|.
Alors vaut I'inégalité

s(z) +t(x) <1.

2.4 Proposition. Soit = € Ai"m. Alors
— x est de type (2) si et seulement si s(x) = 1;
— z est de type (3) si et seulement si t(x) =1
Lorsque s(z) = t(z) =0, -
— z est de type (1) si H(z) se plonge dans k9 ;
— x est de type (4) autrement.

Comme corollaire nous avons que les points rigides sont tous de type (1).

Le point & linfini qu’il faudra rajouter pour obtenir ]P)i,’a" est aussi de type

(1).

2.1.2 Courbes

La droite est comme toujours I’exemple le plus immédiat de courbe ana-
lytique : beaucoup des propriétés comme la classification des points suivant
la caractérisation algébrique peuvent étre prolongés, sous certaines hypo-
theses. Voyons alors ce que est une courbe analytique au sens de Berkovich
et quels sont les cas pathologiques dont il faut faire attention.

2.5 Définition. Nous appellons courbe k-analytique tout k-espace ana-
lytique séparé et purement de dimension 1.

Remarquons que en dimension 1, la pureté équivaut a demander que
I’espace en question n’ait pas de points rigides isolés.

Exemples. — Les analytifiés des courbes algébriques séparés sont des

courbes k-analytiques ;

— A fortiori A,lc’cm et Pi’an et les analytifiés des courbes ellyptiques sont
des courbes k-analytiques ;

— Un domaine analytique dans une courbe k-analytique est encore une
courbe k-analytique ;

— Les fibres génériques des schémas formels plats, topologiquement de
présentation finie et purement de dimension 1 sont des courbes k-
analytiques.
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Pour bien classifier les points d’une courbe X nous supposons que celle ci
soit lisse : en ce cas, pour chaque point € X il y a un morphisme étale d'un
voisinage ouvert de x dans Ai"m. Nous définissons le type du point x comme
le type de I'image par un morphisme étale quelconque, celle ci ne dépendent
pas du choix de morphisme. De cette facon la caractérisation algébrique
de la classification des points d’une courbe est égale & cele donnée par la
proposition 2.4. Nous avons aussi un résultat sur la structure des anneaux
locaux dans cette courbe : Ox , est un corps a exception du cas dans lequel
x est un point tel que [H(z) : k] < oo (dans le cas strictement k-affinoide il
s’agit d’un point rigide). Dans cette situation Ox , est un anneau a valuation
discrete.

2.1.3 Théoremes “de type GAGA”

Regardons le premier des exemples donnés : on peut analytifier une
courbe avec le procédé décrit dans le début de ce chapitre et en étudier
ses propriétés de courbe de Berkovich. En autre mots nous sommes inté-
ressés aux propriétés préservées par le foncteur d’analytification : voici une
petite liste en forme de proposition.

2.6 Proposition. Soit f : ) — X un morphisme de courbes algébriques sur
k. Alors f satisfait les propriétés suivantes si et seulement si le morphisme
analytifié les satisfait : lisse, étale, fini, immersion fermée, immersion ouverte,
isomorphisme, propre, séparé.

Si les courbes sont propres nous avons dit que des théoremes GAGA
s’appliquent. Plus précisement on a le résultat suivante :

2.7 Théoreme. La restriction du foncteur d’analytification a la catégories
des courbes algébriques propres est pleinement fidele et induit une équiva-
lence de catégories Coh(Ox) ~ Coh(O%").

Nous remarquons aussi que dans le cas d’une courbe k-analytique propre
(= compact et sans bord) elle est projective et chaque courbe projective
X est algébrisable (i.e. existe une k-variété projective X telle que X =
X%"). Donc on peut utiliser toujours cette équivalence en travaillent avec
une courbe k-analytique propre.

2.2 Courbes strictement k-analytiques

Le contexte dans lequel on travaillerait est pourtant un peu différent.
D’une coté on voudrait relaxer des hypothéses et considérer une classe de
courbe k-analytiques plus grande des courbes algébrisables, d’une autre le
cas affinoide nonstricte nous amene a des pathologies assez pénibles comme
le fait de devoir travailler sur des espaces pas bons (voir exemples) avec
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des difficultés a considérer les tiges aux points n’ayant pas des voisinages
affinoides. Voici la terminologie que sera employée a partir de maintenant :

2.8 Définition. Soit k un corps ultramétrique complet. Soit S = Spf(k°).
Une S-courbe est un S-schéma formel localement de présentation finie,
séparé, plat et purement de dimension 1. Une courbe strictement k-
analytique est un espace strictement k-analytique, purement de dimension
1, paracompact et sans bord.

Serait-il raisonnable de relaxer encore plus les hypotheéses ne demandent

pas I’hypotheése de paracompacité? Non pas si nous voulons bénéficier des
outils provenant de la géométrie formelle. En fait cette requéte nous assure
que tout point d’une courbe strictement k-analytique admet un systeme
fondamental de voisinages compacts de la forme &, X étant une S-courbe
quasi-compacte.
De plus, en ce cas, un résultat topologique assez fort nous garantit ’absence
d’ambiguité dans la définition de bord : “Si X est une courbe strictement
k-analytique, quel que soit le domaine affinoide V' C X, il y a identité entre
bord analytique OV et bord de Shilov I'(V') de V.

2.2.1 La structure de graphe réel

La structure topologique tout a fait particuliere des courbes de Berko-

vich est beaucoup utilisée en géométrie arithmétique pour en démontrer les
propriétés des équations y associés. En fait si X' est une courbe algébrique
projective lisse sur k (corps ultramétrique complet et algébriquement clos),
alors X" est homéomorphe & un graphe réel compact. Plus en général si C'
est une courbe strictement k-analytique nous pouvons montrer I'existence
d’une partie de celle-ci qui est un graphe réel et d’'une rétraction sur cela.
Ceci sera appelé le squelette de C et nous en montrerons explicitement la
construction.
Nous comprenons donc comme les notions de topologie des graphes soient
de grande importance pour ’étude des courbes de Berkovich. Notamment il
y a plusieurs travaux concernant le type d’homotopie de certaines courbes
en relation avec la réduction et I'uniformisation de celles-ci (voir I'exemple
des courbes de Tate a la fin du chapitre).

2.2.2 Courbes formelles

Nous avons vu comme la définition de courbe strictement k-analytique
nous permet de travailler localement avec les fibres génériques de S-courbes
quasi-compactes. Disons quelque chose sur les relations particulieres qui
existent entre ces courbes et leur fibre générique.
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2.9 Proposition. Soit X une S-courbe. L’application de réduction 7 : &;, —
X réalise une bijection des composantes connexes my(X, — I'(X}))) sur I'en-
semble des points fermés de X, noté X,

Nous avons aussi un résultat qu’on pourrait définir amusant (mais sans
doute utile) sur la propreté des fibres génériques des S-courbes quasi-compactes :

2.10 Proposition. Soit X une S-courbe quasi-compacte. Le composantes
irréductibles de sa fibre spéciale X sont k-courbes soit propres soit affines.
Si au moins une est affine alors &, est un espace strictement k-affinoide,
sinon &), est un espace k-analytique propre.

2.3 Le squelette d’une courbe simplement semi-
stable

Nous allons définir pour la classe des courbes strictement k-analytiques
simplement semi-stables un retract appelé squelette, que sera d’importance
capitale pour élaborer une théorie du potentiel sur les courbes strictement
k-analytiques lisses. L’énoncé centrale pour aboutir a cette définition (ou
platot auquel la définition aboutisse) est le suivante :

2.11 Théoréme. Il existe pour tout S-courbe simplement semi-stable X,
un unique couple (S(X),7x), constitué d'un polyedre entier de dimension
au plus 1 et d’une retraction 7y tel que :

i) L’espace topologique |S(&X)| soit un fermé de A ;

ii) Pour tout ouvert U de X, S(X) N U, est un domaine polyédral dans
S(X) et 'immersion canonique (Xj;), — &), induit un isomorphisme
de S(X)y) sur I'intersection S(X') N Uy, compatible aux rétractions.

iii) Quel que soit le morphisme étale p : X — ) entre courbes simplement
semi-stables, p, induit une application de S(&X’) dans S()) qui est un iso-
morphisme G-local de polyedres entiers s’insérant dans un diagramme
commutatif :

X, —% S(X)

pnl lpn

Yy —>2=5())

Le reste du chapitre est donc consacré a 1’éclaircissement et & la définition
des entités qui interviennent en cette proposition et dont on n’a pas encore
parlé. Commencerons par la définition d’un polyedre et poursuivrons avec
la construction que Berkovich donne d’une courbe simplement semi stable.
Enfin nous donnerons une esquisse de preuve du théoreme et en expliquerons
I'importance pour la suite.
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2.3.1 Polytopes et polyedres

Donnons ici les définitions des objets polyédraux les plus convenables
pour étudier ces structures dans les courbes strictement k-analytiques lisses.

Polytopes

Soient V' un espace vectoriel réel de dimension finie, A un réseau dans
I'espace dual VV. A(V) := R @ A engendre I'espace des fonctions affines sur
V.

2.12 Définition. Un polytope entier dans V est la donnée d’un couple
(P,A(P)) formé d’un ensemble non vide P et dun sous-groupe A(P) du
groupe abélien des morphismes d’ensembles Mor(P,R), appelé groupe struc-
tural de P, satisfaisant auzx conditions :

i) A(P) contient le sous groupe R des fonctions constantes ;
i1) Le quotient A(P)/R est un groupe abélien libre de type fini;
i11) Notant Ar(P) le sous espace vectoriel de Mor(P,R) engendré par A(P),
Uapplication v : P — Agr(P)Y réalise une bijection de P sur une partie
compacte de Uhyperplan {u € Agr(P)" : u(l) = 1}. Cette partie est
définie par un nombre finie d’inégalités u(p;) =0, p; € A(P).
L’ensemble P est muni de la topologie plus faible qui fait de ¢ un homéo-
morphisme.

Les faces d’un polytope entier P sont les parties non vides de P définies
par une équation de la forme ¢ = 0 avec ¢ € A(P) fonction positive sur P.
La dimension d’un polytope entier P est définie comme le rang du groupe
abélien libre A(P)/R.

Les fonctions qui nous sommes intéressés a étudier sont les fonctions affines
par morceaux : définissons donc d’abord les “morceaux”

2.13 Définition. Un sous-polytope entier d’un polytope entier P est une
partie nonvide de P définie par un mombre fini d’inéquations de la forme
0 < ¢ avec ¢ € A(P). Une décomposition élémentaire d’un polytope
entier P est la donnée d’une famille finie D de sous-polytopes entiers de P
vérifiant les conditions suivants :

i) pour tout @ € D chacune des faces de Q appartient a D ;
ii) pour tous Q,Q" € D, QNQ' =0 ou est une face commune a Q et 4 Q' ;
i1i) P est la réunion des Q € D.

et ensuite les fonctions affines par ces “morceaux”.

2.14 Définition. Soit P un polytope entier. Une application continue f :
P — R est dite affine par morceaux s’il existe une décomposition élémen-
taire D de P telle que, pour tout Q@ € D, la restriction de f a Q appartienne d
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Ar(Q). L’ensemble des fonctions affines par morceauz sur P est noté A°(P)
et il est un R espace vectoriel. A%(P) désigne le sous-groupe abélien des
fonctions continues et affines par morceaux f pour lesquelles il existe une
decomposition élémentaire de P telle que fig € A(Q) pour tout Q € D.

Polyedres

Nous allons définir les polyedres en recollent plusieurs polytopes entre
eux : comme toujours quand il s’agit de recoller est utile la bonne définition
d’un atlas.

2.15 Définition. Soit S un espace topologique separé dont les composantes
connexes sont dénombrables a Uinfini. Un atlas Z-polyedral est la donnée
d’une famille T de triplets (V, P,p) ou V est une parite compacte de S, P
est un polytope entier et ¢ : V. — P est un homéomorphisme satisfaisant :

i) pour tous (V,P,p) et (V/,P,¢") € , VNV =0 ot p(VNV') est
un sous-polytope entier de P et ¢' o ¢~ ! induit un isomorphisme de
polytopes entiers entre p(V NV') et ' (VNV');

ii) pour tout point x € S, il existe (V1, P1,¢1),. .., (Va, Pn,¢n) € T tels que
zeVIN---NV, et que V1U---UV, soit un voisinage de x dans S ;

i11) pour tout compact K dans S, il n'existe qu’un nombre fini de cartes

(V. P, ) €7 telles que (V)N K # (.

Deuz atlas Z-polyédrauz T et 7/ sont dit équivalents si la réunion TUT' est
encore un atlas Z-polyédral sur S. Avec ceci on définit enfin un polyédre
entier comme la donnée d’un espace topologique séparé S et d’une classe
d’équivalence d’atlas Z-polyédraux sur S.

La dimension d’un polyedre entier S en un point z, dim,(.5), est le maxi-
mum des dimensions des polytopes figurant dans un atlas Z-polyédral et
contenant . La dimension de S est enfin définie comme dim(S) = sup,cg{dim,(S5)}.
Une application f : S — R est dite affine par morceaux s’il existe un atlas
structurale Z-polyédral 7 tel que, pour tout (V, P,p)€ 7, f o =1 € Ar(P).
L’espace vectoriel réel des fonctions affines par morceaux sur S est noté
A°(S) et désignons par AY(S) le sous-groupe des f telles que fop™! € A(P)
pour chaque charte.

La topologie de Grothendieck des polyédres

La classe des fonctions harmoniques que nous sommes intéressés a étu-
dier est une sous-classe des fonctions affines par morceaux. Puisque ces
“morceaux” sont des parties fermés, nous nous retrouvons dans la néces-
sité de, rencontrée déja au chapitre 1, de modifier I’'idée d’objet locale. En
se rappellent de ce qu’on a fait avec le domaines k-affinoides on s’apercoit
que est tres naturelle 'introduction d’une topologie de Grothendieck sur



36 CHAPITRE 2. COURBES ANALYTIQUES DE BERKOVICH

un polyedre, ou les recouvrement seront définis en rélations aux objets qui
représentent mathématiquement notres “morceaux” : les sous-polytopes.

2.16 Définition. Soit S un polyédre entier. Un domaine polyédral dans
S est une partie 8" C S qui est la réunion d’une famille localement finie de
sous-polytopes entiers.

La catégorie So dont les objets sont les domaines polyédraux de S et
les morphismes les inclusions peut étre munie d’une topologie de Grothen-
dieck naturelle engendrée par les recouvrements localement finis par des
sous-polytopes. On peut démontrer que le foncteur qui prolonge la corres-
pondance S’ — AY(S’) est un faisceau en espaces vectoriels sur Sg. Nous
allons définir dans le chapitre 3 un préfaisceau en espaces vectoriels des fonc-
tions harmoniques pour cette topologie de Grothendieck. Sera ainsi facile,
apres avoir remarqué l’existence, dans une courbe strictement k-analytique
lisse, des polyédres (plus ou moins cachés) dont la structure de site est com-
patible a la structure de site de X¢, de reconstruire un faisceau analogue
pour la G-topologie de la courbe.

2.3.2 Courbes élémentaires

Reprenons 1" algebre A(a) = k°{Ty, T1}/(ToT1 — a) de 'exemple du para-
graphe 1.3.2. Rappellons nous d’avoir noté son spectre formel &(a). Courbes
formelles de cette forme sont appelées courbes élémentaires d’élément a.
Leur fibre générique est une couronne dans A,i"m et elle contient des semi-
normes que nous améneront a une construction explicite du squelette : fixons
e = (e1,e2) € R? tel que ejey = |al. L’application sur k{Tp, Ty} définie par

Z a, (f)T5°Ty* — max |a,(f)]e”e™
N2 veN?

se restraint a une semi-norme multiplicative bornée sur A(a) Qo k, c’est-a-
dire un point de la fibre générique &(a), noté 7.

Nous allons définir un polytope entier associée a chaque courbe élémentaire
S(a) de fagon abstraite en donnent une couple de la forme (ensemble, groupe
structurale). Ceci satisfait toute propriété du théoreme [2.11].
Commencons en définir un polytope entier qui dépend seulement de la valeur
de a en donnent le couple (S(|al), A(S(|a]))) avec

S(lal) = {(to,t1) € R? : tg,t; > 0 et tg +t; = —log|al};

A(Sla]) =R & tyZ & t1Z] < log|a| + to + t1 > .

En pratique il s’agit d’un point lorsque |a| = 1 et d’un segment lorsque 0 <
la|] < 1. Le groupe A(S(|a|)) est structural par construction et il engendre
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tout I’espace vectoriel des fonctions réelles S(|a|) — R.
Les applications

S(a)y LN R2
z = (—log|To(x)], —log|T1(z)])

Slal) = &(a)y
(to,t1) N(e=t0,e~t1)

sont continues, p est a valeurs dans S(|a|) et ¢ est une section de p qui
réalise donc un homéomorphisme de S(|a|) sur une partie fermé de la fibre
générique. Cette partie est notée S(S(a)) et appelée squelette d’une courbe
élémentaire et ¢ o ;1 est une rétraction de &(a), sur S(|a|), notée 7.

Le squelette jouit de bonnes propriétés fonctorielles de fagon telle que pour
toute extension non-archimédienne complete K de k, S(&(a) X spr (ko) SPf(K?))
soit isomorphe & S(&(a)). Nous disposons d’une caractérisation topologique
treés intéressante pour énoncer laquelle il nous faut une définition :

2.17 Définition. Un espace k-affinoide X est dit potentiellement iso-
morphe au disque unitaire s’il existe une extension finie et séparable k'
de k telle que ’espace k-affinoide X x k' soit isomorphe a une somme finie
. . . . . l,an
de copies du disque unité fermé dans A,]
Cette notion nous permet de redéfinir le squelette d’une courbe élémen-
taire :

2.18 Proposition. Quelque soit 0 # a € k° le squelette d’une courbe
élémentaire d’élément a est le complémentaire de ’ensemble des points de
S(a), ayant un voisinage k-affinoide potentiellement isomorphe au disque
unitaire.

2.3.3 Courbes simplement semi-stables

La généralisation successive du squelette doive étre faite dans la classe
des courbes “simplement semi-stables”. Celles-ci sont décrites a partir des
courbes élémentaires et leur dénomination pourrait étre d’abord considérée
inopportune. Nous monterons qu’elle ne 'est pas.

2.19 Définition. Une S-courbe X est dite simplement semi-stable s’il
existe un recouvrement par des ouverts U admettant pour chacun d’eux un
morphisme étale vers une courbe élémentaire py : Xy — &(ay).

Comme déja la notation suggere n’est pas requis que ay soit indépen-
dante de U. Motivons, comme promis, I’appellation “simplement semi-stable” :
“simplement” car la topologie pour laquelle considérons le recouvrement est
celle de Zariski et “semi-stable” car est équivalent de demander que &, soit
lisse et que X soit une courbe ayant composantes irréductibles lisses et
éventuelles singularités qui sont points doubles ordinaires.
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2.3.4 Preuve du théoreme d’existence du squelette

Soit X une courbe simplement semi stable. Nous commengons par exhi-
ber un polyedre candidat a étre notre squelette. Nous sera utile la caracté-
risation du squelette dans le cas des courbes élémentaires :

2.20 Définition. Pour toute S-courbe simplement semi-stable X, nous no-
tons S(X) le fermé de X, complémentaire de la réunion des domaines k-
affinoides potentiellement isomorphe au disque unitaire et contenus dans
X, —TI'(&,).

Nous avons ainsi ’ensemble qu’on veut faire devenir le squelette. Nous
devons maintenant le munir d’une structure polyédrale par le biais d’'un
atlas Z-polyédrale. Aucune surprise dans le fait que nous nous posons pour
faire ceci dans un contexte locale en utilisent les morphismes étales dont
on dispose par définition de semi-stabilité simple. Nous devons pourtant
considérer un recouvrement U de X construit ad hoc. Nous demandons que
ceci satisfasse :

— chaque U € U contient au plus un point singulier de Xj;

— lintersection de deux ouverts distincts U,V € U ne contient pas de

points singuliers.

Remarque. Nous avons employé dans ce choix un petit abus de notation : il
faut rappeler en fait que U peut étre considéré aussi comme recouvrement
de la fibre spéciale X, étant son espace topologique sous-jacent le méme que
|X'| et donc les conditions sont bien posées une fois enlevée ’'ambiguité. Nous
croyons soit plus correct définir & comme recouvrement de la S-courbe X
en raison du fait que pour montrer certains résultats dans la suite il faudra
considérer la fibre générique du schéma formel &);; obtenu par restriction a
un ouvert de U.

Pour avoir I’atlas Z-polyédrale nous introduisons une structure de réseau
qui “normalise” le polyédre qu’on veut définir : nous appelons Ag(X) le
sous-groupe du C°(|X,|,R) image de 'homomorphisme de groupes abéliens

(Ox(X) @po k)< = C(|X,[,R)
f = log|f]

La correspondance X — A (X') se prolonge a un foncteur {S-Courbes} —
{Groupes} et dans le cas d’'une courbe élémentaire le groupe Ayx(&(a))
s’identifie & celui engendré par log(|k*|), log(|7p|) et log(|T1]). Notons enfin
A(X) le sous-groupe de C°(|X;|,R) engendré par les constants R et Ag(X).

Or, pour une couple d’ouverts distincts U, V' dans U, 'intersection U NV est
un ouvert irréductible et lisse de X, S(Xyny) est réduit au point de I'(A;)
au dessus du point générique de U NV. Le morphisme induit par I'inclusion
UNV — U sur les polytopes fondamentaux

(S(Xunv), MXuav)) = (S(Xy), AMXy))
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est une immersion canonique de 0-faces (=points extremaux) . Nous avons
donc trouvé notre candidat atlas Z-polyédral : il est donné par la collection
des (S(Xp), A(X)). Quil donne tout a fait une structure polyédrale il
est garanti par un résultat qui nous dit aussi comment choisir 1’élément

CLlU,UGZ/[I

2.21 Proposition. Soit U un ouvert € U. Soit ayr tel que :

— lay| =181 U est lisse;

— 0 < |ay| < 1 si U contient un point singulier de X.
Alors pour tout morphisme étale p : Xjy — S(ay) 'homomorphisme fonctio-
riellement obtenu A(p) : Ar(&(a)) — Ar(&|r) est en fait un isomorphisme.

La proposition nous dit que nous avons choisi le recouvrement U/ de facon
telle que I'espace topologique S(Xj;) est réduit & un point si U est lisse et
un segment = [0, 1] si U contient un point singulier de la fibre spéciale.

En recollent ces polytopes le long de I'atlas Z-polyédrale on obtient que
I'espace topologique S(X) est exactement le graphe dual de la k-courbe al-
gébrique X : a chaque composante irréductible de X correspond un sommet,
et a chaque point singulier une aréte qui relie les deux sommets correspon-
dants (resp. se recolle en un cercle sur le sommet correspondant) si ce point
singulier appartient & deux composantes (resp. n’appartient qu’a une com-
posante).

Nous sommes donc parvenus a exhiber une partie fermé de &), avec une
structure polyédrale. Montrons que celle-ci satisfait toutes propriétés énon-
cés dans le théoréme en commencgant par le point (ii).

2.22 Lemme. Pour tout ouvert U de X’ et tout morphisme étale p : Xj;y —
S(ay) nous avons les égalités ensemblistiques

S(X) N (Xp)y = S(Xy) = p~5(6(av)).

Démonstration. Prouvons la premiere égalité : si V' C A — I'(X};) est un
domaine k-affinoide connexe et potentiellement isomorphe au disque uni-
taire. En rappellent I'anticontinuité de Papplication de reduction r(V') est

une partie constructible et connexe de X, — XS(O), en autre mots un point
fermé. Par passage au complémentaire et en observent que r~!(Z) est la
réunion d’une suite croissante de domaines k-affinoides potentiellement iso-
morphes au disque unitaire pour tout T point fermé de X, on obtient
S(Xy) = S(X)NUy.

Pour la deuxieme nous utilisons un résultat qui dit que si V' C &), est do-
maine k-affinoide potentiellement isomorphe au disque unitaire il en est de
méme pour p(V) et, réciproquement si Z C &(a), est domaine k-affinoide
potentiellement isomorphe au disque unitaire et sa fibre p~!(Z) est non-vide,
il en est de méme pour celle-ci.

O
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Nous allons maintenant décrire la rétraction 7y de fagon locale en consi-
dérant, comme on a fait pour donner la structure polyédrale, un recouvre-
ment avec des requétes particulieres. Soit & un recouvrement d’une S-courbe
simplement semi-stable X par des ouverts connexes tels que :

— chaque U contient au plus un point singulier de X’ ;
— si U,V € U sont deux ouverts distincts, U NV ne contient aucun point
singulier de X ;
— il existe, pour tout U € U, un morphisme étale py,, : Xjy — &(av)
avec a(U) € k° — {0}.
Nous pouvons montrer que donné un tel recouvrement il existe pour tout
ouvert U € U une unique application 7y : (X)), — S(Xjy) telle que le
diagramme

(X )y — = S(Xp)

l !

&(a(U))y —= 9(8(a))

commute, les fleches verticales étant obtenue fonctoriellement par les mor-
phismes étales locaux de définition. Pour tout U € U la restriction de 7y a
S(X|rr) est l'identité.

On recolle toutes ces applications en une retraction 7y : &; — S(X') en ob-
servent que si U,V € U sont deux ouverts distincts, U NV est par choix du
recouvrement un ouvert irréductible sans point singuliers. (X|UOV)77 est par
conséquent envoyé par chacune des rétractions 77, 7y sur le point de I'(&;))
au dessus du point générique de U NV

Il reste a vérifier que cette rétraction ne dépend pas du choix de la col-
lection des morphismes étales : observons pour ceci que, quelque soient les
points distincts x,y € S(X), de domaines k-affinoides V, W ayant la pro-
priété I'(V) = {z},I'(W) = {y} sont nécessairement disjoints. Par ailleurs
pour tout = € &, nous pouvons caractériser Ty (x) comme 'unique point de
Shilov d'un convenable domaine k-affinoide connexe dans &;,.

Ainsi nous avons prouvé le point i) du théoreme. Nous reste enfin a en dé-
montrer le troisieme : on se reconduit d’abord, en travaillent localement
sur un recouvrement ouvert convenable de ), au cas dans lequel ) est une
courbe élémentaire. Dans ce cas, le diagramme avec lequel nous avons défini
la rétraction 7x nous donne la commutativité du diagramme du théoreme
et I'inclusion p,(S(X)) C S(S(a)) découle du lemme 2.22. Voici achevée la
preuve du théoreme.

Ce résultat nous donne la possibilité de travailler de facon plus concrete sur
les polyedres pour définir des faisceaux sur la fibre générique d’ une courbe
simplement semi-stable. Pour définir un faisceau de fonctions harmonique il
faut rajouter encore quelque chose : un poids sur S(X’) que lui donne une
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structure de polyédre pondéré. Ceci est donné par le biais de I'application
To(S(X) — I'(X,)) = Sing(X;) — Ry

qui associe a chaque point singulier de la fibre spéciale & l'entier positif

[k(Z) : k], la bijection & gauche étant donnée par la réduction r : &, — X.

Propriétés du squelette

Si on se pose dans la catégorie des polyedres entiers nous pouvons re-
marquer une couple de propriétés tres intéressantes que nous montrent la
canonicité de la définition de squelette :

— Le polyedre entier est le noyau de [ {1 vy S(Xjoav) = Hyey S(Xu);

— Tout recouvrement de X par des ouverts connexes contenant chacun

au plus un des points singuliers de X définit une décomposition élé-
mentaire du polyedre S(X') sur laquelle le poids est constante.

2.3.5 Un squelette nontriviale : les courbes de Tate

Voici un exemple de courbe avec squelette nontriviale : I’étude de 1'uni-
formisation d’une courbe elliptique a été la motivation a la base de la re-
cherche d’une notion de variété analytique sur un corps non archimédien et
par conséquent du développement de la théorie rigide. Les calculs de Tate
montraient en fait la possibilité d’uniformiser certaines courbes elliptiques
p-adiques par le groupe multiplicatif £* et lui ont amené & la recherche d’un
endroit idéal pour I’étude systématique de ces phénomenes.

Les courbes admettant cette uniformisation ont été appelé “de Tate” et
dans la théorie de Berkovich cette propriété admet une caractérisation en
termes de type d’homotopie : soit X l'analytifié de la courbe elliptique
X = Spec(Yz_X?)[()i}f)](X_/\)) avec 0 < |A| <1 et |1 — A = 1. Toute courbe
elliptique peut étre décrite de cette fagon et distinguerons entre deux cas :

— si A € (k°)%, X est dite & bonne reduction;

— 81 A € k°° — {0}, X est dite courbe de Tate.

Nous pouvons comprendre la structure du squelette de X' en considérant

un recouvrement de la droite affine par la courbe elliptique 7 : X — A,lﬁ’an
k[ X,Y]

YZ-X(X—1)(X—N)

d’inclusion et projection canonique. Ce recouvrement a deux feuillets est

ramifié au dessus des points 0, A et 1. L’idée est alors d’étudier le squelette S
de A,lc"m —{0, A\, 1} et son antécédent 7~ 1(S). Ce dernier contient le squelette
de X, puisque X se peut rétracter sur 7~ 1(S). Pour une courbe de Tate on
peut montrer que 7~ 1(S) n’est pas contractile et donc son squelette n’est
pas triviale. Une visualisation possible de cette courbe est dans les dessins
suivantes (pour lesquels je remercie Lorenzo Fantini) : le premier fait voir
la structure de la courbe : un cercle sur chaque point du quel se ramifie une

explicitement donné par le morphisme k[X]| — composition
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disque & M(k{r~1T?}). Dans le deuxi¢me il est souligné le squelette de cette
courbe.




Chapitre 3

Théorie du potentiel

L’harmonie invisible vaut mieux
de celle qui est visible.

(Héraclite d’Ephese)

Que est-ce que c’est la théorie du potentiel ? Le nom vient de la phy-
sique ou on introduit un champ de force sur un espace vectoriel réel V
et on dit qu’il est le gradient d’une fonction ¢ : V. — R qu’on appel
"potentiel”. Connaitre cette fonction nous permet d’étudier les équilibres
d’un systéme en résoudrent une equation aux dérivées partielles de la forme

Vi =3 giff = 0, 'equation de Laplace. Classiquement on appelle fonc-
tions harmzoniques les fonctions qui satisfont cette équation.

Avec la théorie des variétés différentiables réelles et complexes la poursuite
de I’étude des fonctions harmoniques a atteint des résultats remarquables.
Par exemple il a été montré qu'une fonction réelle A sur une surface de Rie-
mann est harmonique si et seulement si elle coincide localement avec la
partie réelle d’une fonction holomorphe g. Puisque R(g) = log|exp(g)| on
peut reformuler la condition demandent que h soit localement de la forme
log(|f|) pour f fonction holomorphe inversible.

Méme si est possible de transposer cette propriété dans le contexte non ar-
chimedién, nous verrons que des fonctions ainsi définies ne satisfont pas le
propriétés axiomatiques des fonctions harmoniques : il faudra utiliser la no-
tion de squelette introduite au chapitre précédent et essayer de le prolonger
a une classe de courbes plus grande possible par le biais d’un théoreme de
réduction semi-stable.

3.1 Théorie classique

La théorie du potentiel classique est développée sur un espace vectoriel
réel : nous appellons harmonique dans un ouvert Q de RY une fonction

43
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h:RY — R telle que h € C?(Q) et Vh = 0. Chaque fonction harmonique
est analytique au sens réel et les problemes qui interviennent dans la théorie
du potentiel réelle présentent des affinités avec les propriétés des fonctions
holomorphes en une ou plusieurs variables (dans le premier cas, N=2, la
relation entre le deux est explicite comme anticipé dans 'introduction de ce
chapitre).
Le propriétés des fonctions harmoniques sont remarquables et, ce qui est
mieux, les caractérisent : h est harmonique dans €2 si et seulement si elle
satisfait la propriété de la moyenne sphérique : pour tout x € Q la
valeur moyenne de h sur le bord d’une boule fermée centrée en x et contenue
dans Q est égal a h(z). Le principe du maximum découle de celle-ci : si
h harmonique atteint un extréme local au point x € {2, alors h est constante
au voisinage de x.
Le probleme de Dirichlet classique peut étre ainsi formulé : “Donnée une
fonction continue f : 92 — R trouver une fonction h harmonique sur €2 telle
que pour tout y € 9Q, h(z) — f(y) pour x — y”.

h(x)

Les inégalités d’Harnack donnent une estime de la valeur ey ou h est

une fonction harmonique sur une boule B(zg, ) et  un point quelconque
de cette boule. En peu de mot elles donnent une estime de la “rigidité” d’une
fonction harmonique. Un approche axiomatique aux fonctions harmoniques
doit prendre en compte ces propriété qui sont a la base de la plupart des
résultés en théorie du potentiel.

3.1.1 Fonctions sous-harmoniques

Si les fonctions harmoniques sur un ouvert  C RY sont caractérisés
comme les fonctions de CY(§)) ayant valeurs fini et satisfaisant la propriété
de la moyenne sphérique, classiquement les fonctions sous-harmoniques sa-
tisfont seulement une moitié de ces propriétés : elles sont supérieurement fi-
nies, supérieurement semi-continues et ils satisfont une inégalité de la forme
s(x) < p(s;x,r) ou p est la moyenne des valeurs de la fonction au bord d’une
boule. Elles ont été tres utilisés pour démontrer importants résultats concer-
nants les fonctions harmoniques parce que plus souples de ces dernieres (elles
ne sont pas forcement analytiques et peuvent étre convenablement défor-
més en restent sous-harmoniques) et notamment sont utilisés pour montrer
I'existence d’une résolution globale pour le probleme de Dirichlet. Le cas
non archimédien n’est point différent et on aura donc besoin de définir aussi
les fonctions sous-harmoniques pour une courbe strictement k-analytique
lisse. Enoncons ici la définition classique pour la pouvoir confronter avec sa
analogue en Berkovich :

3.1 Définition. Une fonction s : Q — [—o0, +00] est appelé sous-harmonique
sur € si

i) s est supérieurement semi-continue sur ) ;
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it) s(z) < p(s;x,r) pour tout B(x,r] C Q;

iii) s n’est pas la fonction constante —oo sur toute composante connexe de
Q.

3.1.2 Capacités et théoreme de Fekete-Szegod

Soit M une surface de Riemann compacte et {2 un ouvert dans M. Soit
en outre D un diviseur sur M a support contenu dans 2. La théorie du
potentiel classique sur une surface de Riemann montre ’existence d’une
unique fonction sous-harmonique sp o telle que :

— sp,qo est harmonique sur Q — |D|;

— l'ensemble E des points z € M — () tels que sp o # 0 est un sous-
ensemble polar (dans le sens qu’il existe un ouvert contenant E et une
fonction super-harmonique sur cet ouvert qui vaut +oo sur F) de 02 ;

— pour tout voisinage V' de |D| et toute fonction holomorphe f sur V

telle que div(f) = D, la fonction sp g — —L— est harmonique sur V.

log| f|*
Cette fonction sp o nous permet de définir une métrique sur le fibré Oy (D)

par la formule
I1p%(2) = exp(=sp,0(2))

ou 1p désigne la section globale canonique de Oy;(D). Cette métrique est
appelée métrique capacitaire définie par ().

Nous avons défini cette notion parce qu’elle est liée a un résultat assez sur-
prenant, en considérant tout simplement la sphere de Riemann e f =id :

3.2 Théoréme (Fekete-Szegs). Pour tout A sous-ensemble de C soit F'S(A)
I’ensemble des entiers algébriques ayant chaque conjugué (algébrique) dans
A. Soit K un sous-ensemble compact de C invariant pour conjugaison com-
plexe. Alors :

— si||1]|x < 1, FS(K) est un ensemble fini;

—si |1l > 1, FS(U) est infini pour out ouvert contenu dans K.

3.1.3 Fonctions harmoniques sur les polyeédres

L’étude des fonctions harmoniques sur une courbe strictement k-analytique
lisse est toujours ramené a 1’étude de ces fonctions sur un polyedre entier de
dimension 1. Nous allons expliciter, a ’aide du théoreme de réduction semi-
stable, ce procédé dans la prochaine section. Pour cela nous aurons besoin
de décrire la théorie sur les polyedres.

3.3 Définition. Soit S un polyédre entier de dimension au plus 1. Pour
chaque point x € S tel que dim, S = 1 on peut trouver des sous polytopes
entiers Vi,..., Vo qui satisfont les propriétés :

i) dim(V;) =1;

ii) = est une face de Vi pour tout i et VNV ={x} sii #j;
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i) V.=V U---UV, soit un voisinage de x dans S ;

L’ensemble {Vi,...,V,} est appelé une étoile de x.

Le voisinage V' de z est toujours homéomorphe a I'amalgamé en 0 de n
copies de [0, 1]. Ceci justifie la définition suivante :

3.4 Définition. Quelque soit le choix de l’étoile de x, ’ensemble T,.S =
mo(V — {x}) est indépendant de cela. Il est appelé céne tangent a S en x.

La notion de poids viens de facon naturelle si on se propose définir des
fonctions harmoniques.

3.5 Définition. Soit S un polyédre entier de dimension au plus 1. On appel-
lera décomposition élémentaire de S un atlas Z-polyédral D qui satisfait
les conditions :

i) Stabilité pour passage aux faces : pour tout sous-polytope P € D et toute
face P' de P, P' € D;

ii) Intersection minimale : pour tout sous polytopes P, P' € D, leur inter-
section P N P’ est soit vide soit une face de P et P’.

Donnée une decomposition élémentaire on note, pour I € {0,1}, D[l] 'en-
semble des sous polytopes de dimension |l dans cela.

Un poids w sur S muni d’une décomposition élémentaire D est la donnée,
pour tout point x de S tel que dim, S = 1, d’une application w, : TS — R4
compatible avec la décomposition (au sense qu’elle provient d’une fonction
D[1] — Ry ). Une fois muni d’un poids, S est dit pondéré.

Vérifions qu’une telle décomposition existe toujours.

3.6 Lemme. Soit S un polyedre entier de dimension au plus 1. Il existe une
décomposition élémentaire sur S.

Démonstration. Soit en fait 7 un atlas affinoide. Construisons 7’ en ajoutant,
pour chaque polytope P € 7, tous les polytopes de la forme PN P', P’ € 1.
Maintenant on a obtenu un atlas stable par intersection. Nous construisons
alors 7 comme la collection de tous les polytopes P € 7’ tels que

VP et [PC P et dmP=dmP|=P=P.
La décomposition élementaire est obtenue en prenant 7”7 et toutes faces des
ses polytopes. O
Pentes

Dorenavant considérons S polyedre entier de dimension au plus 1 et
pondéré. Si f € A°(S), nous définissons la pente de f en x, A\, (f), & partir
d’un polytope de dimension 1 (i.e. un segment) fixé P. Fixons aussi arbi-
trairement xz une de deux extrémités de P, et regardons 'unique fonction
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A(P) >ty : P — Ry telle que tz(x) = 0 et dont I'image engendre le Z-
module A(P)/R. Nous appellons Ap, : Ar(P) — R I'application lineaire
que réalise 1’égalité

f=1@)+ Apa(f)te-
Elle dépend du choix de polytope P, mais c’est facile de voir ce qu’il passe
en changeant le polytope considéré.
Soit en fait 2’ I'autre extrémité du polytope P. La fonction t,(2') —t, € A(P)
coincide avec t,,, puisque satisfait les propriétés enoncés. Nous avons donc
tl. =t (2') — tz, Aot découle, pour toute f € Ag(P), la relation

Aa(f) + N (f) = 0.

Chaque point interne y € P peut étre vu comme extrémité de deux sous-
polytopes entiers P/, P” de P. A Daide de la decomposition élémentaire
D ={z,y,2', P', P"} n’est pas difficile de montrer la relation

Apry(f) + Apry (f) = 0.

Nous sommes maintenant préts pour généraliser la notion de pente a un
polyedre entier quelconque S. Bien siir ce qui nous reste est de donner une
bonne définition sur les points de “débranchement” puisque dans les autres
cas . La définition que nous proposons s’applique bien a tout point non isolé
de S : soit S un polyedre entier pondéré, x € S tel que dim, S = 1 et
{P,..., P,} une étoile de = dans S. Pour tout i 'application

TES A i T
A%(S) IS A%(P) R

dépend seulement du point ¢; qui est I'autre extrémité de P;. Nous notons
cette composition Ay ;.

Nous sommes maintenant capables de définir 'application R-linéaire pente
sur A%(S) par la formule

Ao = D welti) ey,

t; €T, S

3.7 Définition. Etant donnés un polyeédre entier S et un point x € S, une
fonction affine par morceauz sur S est dite harmonique en = si A\, (h) = 0.
Pour tout sous-ensemble localement fini I' de S, h est dite harmonique sur
S —T si elle est harmonique en tout point de S —1T'. Le sous espace vectoriel
de A°(S) des fonctions harmoniques sur S —T' est noté H(S,T).

La définition de fonction harmonique et la théorie classique motivent
Iintroduction d’un operateur “de Laplace” : notons A'(S) 'espace vectoriel
des mesures réelles sur S dont le support est localement fini et d, la mesure
de Dirac en z. L’application dd® : A°(S) — A'(S) définie par

dd°f == Na(f)da

eSS
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est une application linéaire telle que,

he H(S,I') <= Supp(dd°h) CT.

3.2 Le faisceau des germes des fonctions harmo-
niques

Nous allons enfin construire, en utilisent les résultats précédents, les fonc-
tions harmoniques sur une courbe strictement k-analytique lisse.

3.2.1 Fonctions “globalement” harmoniques : H(X)

3.8 Définition. Soit X une S-courbe simplement semi-stable. Le sous es-
pace vectoriel de C°(|X,|,R)

H(X) := 3 H(5(X),04,)
est l’espace des fonctions globalement harmoniques sur la courbe.

Considérons le cas d'une S-courbe simplement semi-stable avec |X),| com-
pact. Alors nous avons une suite de résultés qui nous aident & montrer que
ces fonctions ont le bon droit d’étre appelés harmoniques et a les définir
dans un contexte plus générale :

— Lorsque X est une k-courbe propre, H(X) est l'espace des fonctions

réelles localement constantes sur & ;

— Lorsque 04, rencontre chaque composante connexe de |X;|, 'applica-

tion de restriction

H(X) — Hom(0X,,R)

est en fait une bijection ;

— Soient &, X" deux S-courbes simplement semi-stables et f : A) — A
un morphisme quasi-fini. Alors f* : C°(|X,|,R) — C°(|X]|,R) envoie
H(X) dans H(X');

— Soient X une courbe simplement semi-stable et K/k une extension
non-archimédienne. Une fonction h € C°(|X,|,R) appartient & H(X)
si et seulement si pj-h € H(X xg Spf(K?)) ou px : XU%K — X, est

induite par inclusion canonique.

3.2.2 Réduction semi-stable

Voici le théoreme qui nous permet de généraliser les fonctions harmo-
niques aux courbes lisses : il est une version modifiée d’un résultat tres
classique :
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3.9 Théoréme (Réduction semi-stable). Soit X un espace strictement k-
affinoide purement de dimension 1 et rig-lisse. Il existe alors un extension
finie separable k’/k telle que le domaine k-affinoide X ® k" soit isomorphe
a la fibre générique d’une Spf(k’°)-courbe simplement semi-stable.

FEsquisse de preuve. Un résultat de M.Van der Put nous assure qu’apres une
convenable extension des scalaires sur une extension finie séparable ki /k,
X peut étre idéntifiée a un domaine affinoide de 'analytifié d’une courbe
algébrique C propre et lisse sur k;. Maintenant le théoreme de reduction
semi-stable dans le contexte rigide établi par Bosch et Liitkebohmert dit que,
avec une ultérieure extension des scalaires sur une extension finie separable
K'/ki la courbe C*" dévient isomorphe a la fibre générique d’une courbe
formelle C sur Spf(k’®) simplement semi-stable.

Bien sir k'/k est finie et séparable et X xj k' peut étre envisagé comme
un domaine strictement k-affinoide dans C,. A éclatement admissible (et
a certaines réquetes sur le bord) pres, X’ est donc isomorphe & la fibre
générique d’une Spf(k’®)-courbe simplement semi-stable. ]

Voici donc, par le biais de cette réduction, qu’on a trouvé un préfaisceau
en espaces vectoriels associé a X — H(X) dans la catégorie ayant par objets
les espaces strictement k-affinoides purement de dimension 1 rig-lisses et
par morphismes les immersions affinoides. Ce foncteur se généralise en un
préfaisceau sur le site rigide Xp d’une courbe strictement k-analytique lisse
X par la formule

Hx(V):= @H(W)
w
ou le systeme inductif (H est contravariant) filtrant associé a V' est pris sur
les domaines strictement k-affinoides de X contenus dans V. Il n’est pas
un faisceau (considérer par exemple...) et nous verrons comme le faisceau y
associé s’identifie au faisceau des fonctions lisses sur le site rigide.

Le faisceau Hx

Nous sommes pourtant intéressés aux fonctions harmoniques pour la
topologie : en utilisent le morphisme canonique des sites 7x : Xp — |X]|
nous notons Hx le préfaisceau mx, Hx. Observons que ses sections globales
Hx (X) sont les fonctions de CY(]X|,R) dont la restriction & toute domaine
strictement k-affinoide Y est dans H(Y).

La propriété plus remarquable de ce préfaisceau est que ses fonctions se
recollent déja bien : il est en fait un faisceau sur |X|.

3.2.3 Fonctions harmoniques et logarithmes des fonctions ré-
gulieres

Nous avons dit que dans le cas complexe les fonctions harmoniques sont
exactement les fonctions localement logarithmes de fonctions holomorphes.
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Une inclusion marche encore dans le cas non-archimédien :
3.10 Proposition. Soit f € I'(X, 0%), alors la fonction log |f| € Hx.

Par contre n’est pas encore vrai que de cette fagon on obtient une caracté-
risation des fonctions harmoniques : par exemple sur une courbe elliptique a
mauvaise réduction, fibre générique du C[[t]]-schéma formel Spf(C[[t]][X, Y]/ Y%~
X(X —X)(X —1)), on peut trouver des fonctions harmoniques en voisinage
d’un point de type (2), qui ne peut pas étre décrite comme logarithme de
fonction réguliere. L’énoncé générale est le suivante :

3.11 Théoreme. Soit X une courbe strictement k-analytique lisse. Le fais-
ceau Fx de R-espaces vectoriels engendré par log |f| ou f est un germe de
section de (’))X( est un sous-faisceau de Hx. Ils coincident si I'une de deux
conditions suivantes sont verifiés :

i) le corps k est algébrique sur un corps fini;

ii) la courbe X ®ka9 est localement isomorphe & la droite projective ana-
k

lytique sur k9.
Le quotient Hx/Fx est en générale un faisceau gratte-ciel sur |X].

Démonstration. Sur les points de type (1), (4) et (3), les germes de fonc-
tions coincident. En fait on trouve dans les premiers deux cas un systeme
des voisinages k-affinoides avec un seul point de Shilov et dans le troisieme
avec deux points. Nous pouvons donc, en travaillent explicitement sur les
squelettes (que est un point dans le premiers cas et un segment dans le der-
nier), voir que les sections de Hx et de Fx coincident en ces cas.

Pour ce qui concerne un point x de type (2), au contraire, la situation est
plus compliquée et c’est ici qu’on devra découvrir les obstructions du théo-
reme. Apres une extension de scalaires finie galoisienne on peut étudier le cas
d’une fibre générique d’une S-courbe simplement semi-stable, ou le point z
correspond & une composante irréductible propre et connexe de X, dans la
caractérisation du squelette comme graphe dual. Nous appellerons courbe
résiduelle cette composante et nous la noterons C,. Il faudra préciser, a
ce point, que l'espace vectoriel Hx ,/Fx . est canoniquement isomorphe a
Pic?(C,) ®z R (voir [Thu], pagg.58-59 pour la preuve compléte).

A ce point la on comprend bien qu’il y a deux cas ou cet espace vectoriel
s’annule : quand le groupe de Picard est nul et quand il est de torsion. Cette
derniére possibilité se vérifie dans le cas ii) et dans le cas i) nous sommes
dans la premiere. ]

Remarquons que, méme si pas facile & montrer, n’est pas mystérieuse
cette relation avec le groupe de Picard de C,, : en fait & une fonction harmo-
nique au voisinage de x correspond naturellement un diviseur de degré 0 sur
C, (les multiplicités des points correspondent aux pentes de la fonction sur
le squelette) et a une fonction dans Fx , correspond un diviseur (de degré
0) principale.
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3.2.4 Ces fonctions sont vraiment “harmoniques”

Suivant la caractérisation axiomatique des fonctions harmoniques (voir
3.1.) montrons que Hx est la bonne définition d’un faisceau de fonctions
harmoniques.

3.12 Proposition (Principe du maximum). Soit € un ouvert de X, et
h € T(Q,Hx). Elle admet un extremum local en x € 2 si et seulement si
elle est constante au voisinage de x.

Démonstration. Etant I'énoncé du principe du maximum de caractere locale,
il ne faudra guere faire de plus que remonter au cas d’un squelette d’une
courbe simplement semi-stable : supposons donc que h admet un extremum
local en z € Q et considérons un voisinage strictement k-affinoide Y de
x tel que hyy € H(Y'). Prenons ensuite k' extension finie galoisienne de
k telle que Y ® k' = ), avec Y Spf(k’°)-courbe simplement semi stable.
Alors h ® 1 = g o 1y avec opportune g € H(S(Y),I'(),)). Le morphisme
p: Y @ik est ouvert : ceci nous garantisse qu’il suffit de vérifier la constance
locale de h ® 1 sur un point de p~!(x). On s’est ramené & un cas connu :
siy ¢ S()) cette propriété est trivialement vérifiée, dans le contraire elle
découle du principe de maximum appliqué a la fonction g sur le polyedre
entier S(Y). O

3.13 Proposition (Principe de Harnack). Soient 2 un ouvert connexe de
X et {Q,} une suite d’ouverts de X tels que chaque point de © admette
un voisinage contenu dans €2, pour presque tous n. Alors quelle que soit la
suite croissante de fonctions h,, € T'(Q,, Hx) une de ces deux affirmations
est vraie :
— soit (hy,) converge vers +o0o uniformément sur tout compact dans Q ;
— soit (hy,) converge vers une fonction harmonique A uniformément sur
tout compact de 2.

La résolution locale du probleme de Dirichlet est conséquence de la théo-
rie sur le polyedres : puisque une courbe strictement k-analytique est un
espace bon, il suffit de prendre pour chaque z € X, un voisinage strictement
k-affinoide Y de z. Ensuite la réduction semi-stable nous permet d’utiliser la
résolution du probléeme de Dirichlet pour une courbe simplement semi-stable
(cfr. deuxiéme propriété dans [3.2.1]).

Pour satisfaire les axiomes des fonctions harmoniques, il faut que la résolu-
tion puisse étre globale, I’énoncé étant le suivant :

3.14 Théoréme (Resolubilité globale du probléme de Dirichlet). Pour tout
domaine k-affinoide Y dans X, 'application de restriction

H(Y) = Hom(I'(Y),R)

est un isomorphisme.
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Démontrer ce théoreme est pas du tout facile : il faut utiliser une méthode
dite “de Perron”, déja classiquement utilisé pour résoudre le probleme de
Dirichlet sur régions pas bornés. Ceci relie sur la notion de fonction sous-
harmonique, analogue a celle qu’on trouve dans le cas complexe.

3.15 Définition. Soit Q) un ouvert de X, courbe strictement k-analytique
lisse. Une fonction s : Q8 — [—o00, +00] est dite sous-harmonique si n’existe
pas une composante connexe de X sur laquelle s est constante, si elle est
semi-continue supérieurement et si elle satisfait la condition suivante : “pour
tout domaine strictement k-affinoide Y dans X et toute fonction h € H(Y'),
vaut limplication sjgy < hjgy = s < h sur Y.

Avec cette définition nous pouvons définir un faisceau de fonctions sous
harmoniques sur | X|, noté SHx.

3.3 L’operateur dd°

Nous avons déja défini un opérateur de Laplace pour les fonctions af-
fines par morceaux sur un polyedre entier. La généralisation & une courbe
strictement k-analytique lisse semble nécessiter I'introduction d’une notion
de fonction lisse : un analogue non archimédien de la notion de fonction
indéfiniment différentiable.

3.3.1 Fonctions et formes lisses

Choisissons € C X un ouvert de la courbe est désignons par 1(X) 'en-
semble des points de type (2) ou (3) de la courbe. Remarquons que cet
ensemble satisfait la propriété : “toute partie finie de I(X) est la réunion des
bords de Shilov d’un nombre fini des domaines k-affinoides”.

3.16 Définition. Une fonction continue ¢ : Q@ — R est dite fonction lisse
sl existe un recouvrement localement fini V = {V;} de Q par des domaines
k-affinoides tel que p)y, € H(V;). L’ensemble des fonctions lisses sur §2, noté
A%(Q) est naturellement un sous espace vectoriel de CO(Q, R).

Les mesures réelles sur § dont le support est un ensemble localement fini de
I(Q) forment un espace vectoriel désigné par A () dont les éléments sont
appelés formes lisses.

Cette définition donne lieu naturellement & un faisceau sur |X| des
germes de fonctions lisses qui est un sous-faisceau du faisceau des germes de
fonctions réelles continues sur X.

Fonctions lisses sur Xg et |X|

La définition d’un tel faisceau s’étend au site X : pour tout domaine
k-analytique V, A%(V) est le sous-espace vectoriel de CO(V,R) constitué
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des fonctions ¢ satisfaisant la condition : “tout point x € V possede un
voisinage k-affinoide W tel que ¢y € H(W)”. Nous retrouvons la relation
qu’on souhaite toujours entre les faisceaux décrivent les mémes fonctions sur
le G-site et sur le site canonique d’une courbe de Berkovich :

0 0
AX = ﬂ-X*AX'

Cette définition de fonction lisse sur X nous dit que A°(X) est, comme on
a anticipé, le faisceau associé au préfaisceau Hx.

3.3.2 Ce qu’on voudrait appeler 'operateur de Laplace : dd°

En parallele avec la théorie du potentiel sur C nous voulons introduire
l’analogue non archimédien du laplacien 90/im. Le théoréme ici nous en
donne la bonne définition.

3.17 Théoréme. Soit X une courbe strictement K-analytique lisse, K/k

extension compléte d’'un corps ultramétrique complet. Il existe un unique
morphisme de faisceaux dd® : A} — A% qui satisfasse les conditions :

— Quelles que soient ’extension non archimédienne K’/K donnent lieu a

la projection pgr/f : X%K’ — X et la section ¢ de .Ag( sur un ouvert

QcCX,
dd(p) = (P /i ) ddPrer ) 05
— Quels que soient la S-courbe simplement semi-stable ), ® € A%(S()))
~

et l'isomorphisme sur un domaine K-analytique compact j: ), =Y,

vaut la formule
dd(® o Ty) = jdd°®

dans I'(Y — 9Y, Ad).
Cet opérateur jouisse de certains propriétés qui éclaircissent la relation

entre le faisceau des fonctions lisses et le contexte dans lequel nous avons
travaillé jusqu’a maintenant :

3.18 Proposition. Dans les hypotheses du théoreme précédent, nous avons
les propriétés suivantes
i) Le noyau de dd° est le faisceau Hx ;

ii) Pour tout point z € I(X) et tout germe en x, ¢, du faisceau A% qui
admet un minimum local strict la mesure obtenue est strictement posi-

tive :
/ ddp > 0;
{z}

iii) Soit  un ouvert de X. Appelés AY(Q) et AL() les espaces vectoriels

de fonctions et formes lisses & support compact sur €2, 'application dd°
envoie A%(Q) dans AL(Q);
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iv) Pour toutes fonctions lisses @1 € A%(Q) et o € A°(Q),

/ ordd oy — / paddepr.
Q Q

Mentionnons aussi que, en présence d’un morphisme de courbes stricte-

ment k-analytiques lissesp : Y — X, 'opérateur dd® respecte la fonctorialité
des images directe et inverse le long p des faisceaux X — Ag( et X — A}(
(mais nous nous n’arrétons pas sur les définitions de ceux-ci).
L’étude de I'analogue complexe de cet opérateur est a la base de la défi-
nition d’une variété arithmétique au sens d’Arakelov. Pour justifier cette
affirmation nous avons besoin de la définition de courant, expliquée dans le
prochain chapitre.



Chapitre 4

Applications a la théorie de
I’intersection arithmétique

I'm fixing a hole where the rain
gets in, and stops my mind from
wandering where it will go...

(The Beatles, “Fixing a hole”)

La géométrie d’Arakelov est un instrument qui permet d’étudier les sché-
mas arithmétiques en compactifient Spec(Og) ot K est un corps de nombres.
C’est a dire qu’on rajoute un point "complexe” a 'infini et par conséquent
on obtient une surface de Riemann a compactifier le schéma arithmétique
considéré. En suite on muni tous les fibrés arithmétiques du schéma avec une
métrique hermitienne sur la parte complexe. Ce que Amaury Thuillier [Thu]
a construit dans sa these est un contexte plus homogeéne pour cette théorie :
en utilisent la théorie du potentiel sur les places non-archimédiennes déve-
loppé tout a I'heure il peut “métriser” aussi les faisceaux sur celles-la et ainsi
préciser la notion de diviseur d’Arakelov sur une courbe algébrique propre
et lisse sur Q.

4.1 Théorie d’Arakelov classique

Compactifier le spectre d’'un anneau des entiers. Pourquoi ? Les motiva-
tions a la base de ce choix dérivent du fait qu’on a a disposition une théorie
tres puissante des variétés projectives (sur un corps algébriquement clos)
notamment avec la bonne définition de diviseur d’une fonction rationnelle
et du degré qui préparent la voie & nombreuses applications comme, dans
le cas des courbes, l'introduction du groupe de Picard et le théoreme de
Riemann-Roch.

Le but de la géométrie d’Arakelov est de fournir un analogue arithmétique de

55
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ces objets : ceci est fait en introduisent les conceptions analogues de diviseur,
de degré et de compactification de facon telle que le diviseur d’une fonction
rationnelle soit 0. Par exemple un diviseur d’Arakelov sur ’ensemble B des
places d'un anneau d’entiers d’un corps de nombres Ok est donné classique-
ment comme une combinaison linéaire finie D = Y p,npP + > as0 ou P
sont les places non-archimédiennes et o les archimediennes dans B.

Le pas ultérieure dans ce nouveau contexte a été I'introduction d’une théorie
de l'intersection des arithmétique par S.Y.Arakelov. L’exemple fondamental
est le cas d’une fibration en courbes X — B dans laquelle nous considérons
I'intersection de deux sections P et (). La contribution sur les places finies
de cette intersection est calculée de facon “traditionnelle” autant que sur les
places infinies elle est calculée a ’aide des logarithmes de fonctions appelés
de Arakelov-Green qui naivement peuvent étre considérés comme des dis-
tances sur la variété complexe X, .

Le fait que I'intersection soit considéré de fagon différente suivent le carac-
tere de finitude des places c’est ce qui nous fait appeler la théorie introduite
par Thuillier “uniforme”. Elle partage pourtant avec la théorie classique “ir-
réguliere” la plupart du procede de métrisation des faisceaux inversibles :
étude de l'operateur de Laplace, définition de fonctions lisses, courants de
Green et groupes de classes.

Courants et cycles d’intersection

La théorie des courants a été introduite par DeRham pour avoir un
formalisme comprenant soit cycles que formes lisses : soit A¢(R™) I'espace
des g-formes C*° sur R™ ayant support compact. La topologie de CZ°(R")
peut étre utilisée composante par composante pour donner a AZ(R™) une
structure d’espace topologique complet.

4.1 Définition. Le dual topologique de Ar "9 (R™) est appélé espace des cou-
rants de degré q et il est noté DI(R™).

En établissent une théorie d’intersection arithmétique cette notion est
fondamentale puisque un cycle arithmétique sur X est défini comme une
couple (Z, g) consistent d’un cycle algébrique Z et d’une courante de Green
pour Z donc une courant sur la variété complexe X, qui satisfasse I’équation

dd°g+ 07 = w

avec w forme lisse. Les classes de cycles arithmétiques suivant une conve-
nable notion d’équivil(zme linéaire sont appelés groupes de Chow arith-
métiques et notés CH®(X).

Produits d’intersection

Ces groupes, dont la dénomination vient de la théorie de l'intersection
des variétés sur un corps, sont muni d’une structure de produit et de pro-
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priétés fonctorielles tout a fait analogues au cas classique. La théorie d’Ara-
kelov nous permet de définir une accouplement d’intersection entre diviseurs
d’Arakelov qui se comporte bien par rapport a ’équivalence linéaire : le ré-
sultat principal est donc l'existence d’un accouplement d’intersection de la
forme

CHP(X) ® CHP+1(X) —s CHL(Y)

par rapport a une application f : X — Y de dimension relative d.
Les accouplements sur les groupes de Chow d’une compactification d’une
variété arithmétique sont induits par cet accouplement ci-dessus. Il a été
montré par Gillet et Soulé dans [GS] que & isomorphisme pres, ces groupes
ne dépendent pas de la métrique Kéahlerienne qu’on a mis sur X.

4.2 Théorie d’Arakelov “uniforme”

Commencons en établissant I’endroit ot on va définir cette théorie avec

un certain nombre de définitions. Dans ce qui suive nous allons considérer
une courbe algébrique X propre et lisse sur Q. La place archimédienne de Q
est notée oo et les places non-archimédiennes sont identifiées aux nombres
premiers. L’ensemble des places de Q est notée B(Q). Pour tout place finie
v € B(Q), X, désigne 'espace Q,-analytique analytifiée de la Q,-courbe
algébrique X ®g Q, en tant que I'espace X, est toujours envisagé comme
la surface de Riemann X (C) munie de la conjugaison complexe F.
Une courbe au-dessus d’un ouvert nonvide U de Spec(Z) est un schéma de
type fini, separé et plat sur U dont les fibres sont purement de dimension
1. Etant donnée une courbe X sur un ouvert nonvide U de Spec(Z) et une
place v € B(Q) associée a un point fermée s(v) dans U, X, désignera la
Spf(Z,)-courbe formelle obtenue par completion de X le long de sa fibre
au-dessus de s(v). La fibre spéciale de X, est la r(s(v))-courbe X;(,. Pour
tout Ox-module F et toute place v € B(Q) nous notons F, := F ®o, Ox, .
Enfin nous écrirons A°(X.,) pour 'espace vectoriel des fonctions complexes
de classes C* sur X, qui sont invariantes par action de F, et A'(X.)
pour 'espace vectoriel des 2-formes différentielles sur X, invariants pour
l'action de F, et s’écrivent localement

goidz Ndz
T

ol z est une cordonnée locale sur X, et ¢ une fonction réelle de classe C'*°.
L’operateur de Laplace est défini de facon classique

dd¢ = L 08
v

et envoie A°(X ) dans A'(X,). Pour définir les diviseurs d’Arakelov nous
aurons besoin de definir un espace des courants.
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4.2.1 Courants

Les courants sont des fonctionnels qui sont naturellement associés aux
espaces de fonctions lisses et par conséquent a l'operateur de Laplace dd°.

4.2 Définition. Soit Q ouvert dans X. Les courants de degré 0 sont les
éléments de ’espace DO(Q), dual de AL(Q). Les courants de degré 1 sont
ceur de l’espace D'(2) dual de AY(Q).

Remarque. Suivant la définition classique on aurait da définir une topologie
sur A%(Q) et introduire les courants comme dual topologique. Les topolo-
gies naturelles introduites par Thuillier sont pourtant assez fines pour faire
coincider le dual topologique avec le dual algébrique (c’est a dire que chaque
fonction linéaire A%(Q) — R est continue). En tout cas il ne faudrait pas
oublier que les espaces de courants sont munis d’une topologie par laquelle
il sont localement convexes : par exemple le fait que 'opérateur de Laplace
induit par dualité dd°* : D°(Q) — D'(Q) est continue est souvent utilisé.

Formule de Poincaré-Lelong

Un exemple d’utilisation de l'operateur dd® au sens des courants est
la formule de Poincaré-Lelong : dans le cas de la géométrie complexe elle
consiste dans 'affirmation que, donnée une fonction holomorphe f sur une
variété complexe (pour n=1 une surface de Riemann) M et un diviseur défini
par f qui est une hypersurface analytique Z (si n=1, un ensemble localement
fini de points), alors vaut la formule

Ty = —9dlog| ]
™

ou T est la courant positive fermé définie par la fonction

A (M) — R
@ = e

Nous avons maintenant beaucoup d’instruments pour établir une formule
analogue sur une courbe strictement k-analytique lisse X : il vaut la peine
de terminer le travail.

Notons Xy l’ensemble des points rigides z € X (tels que [H(x) : k] < 00).
Nous définissons le groupe des 0-cycles sur X comme le sous groupe Zy(X)
du groupe abélien Hom(Xy, Z) constitué des fonctions a support localement
fini. Suivant la notation classique écrivons le O-cycle {x — n,},cx, comme

somme formelle :

reXp

A chaque x € X est associée une mésure 0j2) = [k(x) : K]0z qui induit pour
linéarité une application qui a chaque 0-cycle D € Z(X) associe dp. Cette
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courant, si D est a support fini, satisfait la condition

deg(D):/Xlép.

Prenons une fonction méromorphe réguliere f sur X et appliquons a celle-
ci nétres constructions : les points z € X tels que f(x) = 0 ou f~1(x) =
0 forment un sous-ensemble localement fini de X et sont tous dans Xj.
Puisque X est supposée lisse, le diviseur de f (dans le sens du 0-cycle y
canoniquement associé) est I’élément de Zy(X) défini par :

div(f) = Y ordy(f)[a].

z€Xo
La formule de Poincaré-Lelong peut maintenant étre énoncée :

4.3 Théoréme. Quelle que soit la fonction méromorphe réguliere f sur X,
le courant log | f| satisfait & 1’équation

dd®log | f| = baiv(s)-

4.2.2 Diviseurs d’Arakelov

Dans le contexte présenté au début du chapitre nous définissons un di-
viseur d’Arakelov de fagon uniforme :

4.4 Définition. Soit D un diviseur sur X. Une fonction de Green lisse
sur D est définie comme une famille g = (g,) indexé sur les places de Q,
qui satisfait les deux conditions :

i) pour toute place v € M(Q), la mesure p := dd°g, + dprxp est une forme
lisse sur X, ;

i1) il existe une courbe algébrique propre X sur un ouwvert U de Spec(Z)
telle que pour tout place v de Q correspondent a un point fermé de U,
le support de p soit contenu dans I'(Xy) et gyp(x,) = 0.

Les couples de la forme (g, D) ou D est un diviseur sur X et g est une
fonction de Green lisse pour D sont appélés diviseurs d’Arakelov lisses.

L’ensemble de ces diviseurs a une structure de groupe donné “compo-
sante par composante” dans le sense que (g, D)+ (¢',D') = (9+¢', D+ D’)
et que I’élément neutre est le couple (0,0). Ce groupe est noté 71 (X; AY)..
A partir de ceux-ci, par la définition d’une équivalence linéaire nous al-
lons obtenir des groupes de classes de Diviseurs d’Arakelov, quotients de
ZY(X; AY) par un convenable sous-groupe.

4.5 Définition. FEst appelé groupe des diviseurs principauz, le sous-
groupe de Z'(X; A%) engendré par les diviseurs provenant par fonctions de
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la forme log|f| avec f € I'(X, M%) fonction méromorphe génériquement
inwversible et par fonctions appartenant a

HX) = @ T(XoH).
veM(Q)

Le groupe de ces diviseurs se note Pr(X).
1

Le groupe quotient Zl(X;AO)/J/D\r(X) = CH (X;A% est l’analogue du
groupe de Chow arithmetique.

On devrait maintenant définir des produits d’intersection analogues a
ceux décrits au début de chapitre. Faire ceci pourtant n’est pas immédiat
et demande l'introduction d’un sous-espace de courants de degré 0 appelé
W(X). Nous renvoyons donc & [Thu, Sect. 4.1] pour les détails.

4.2.3 Meétriques lisses sur faisceaux inversibles

Terminons enfin la déscription de cette géométrie d’Arakelov uniforme
en montrent ce que est un faisceau inversible métrisé en ce nouveau contexte.
Commencons par décrire la situation locale sur les places et ensuite en la
globalisant.

Niveau locale

Soient v € M(Q) et L un faisceau inversible sur X,. Une métrique
lisse sur L est la donnée, pour tout ouvert U dans X, et toute section
inversible s € L d'une fonction lisse que sera notée —log||s|| € A%(U) qui
vérifie une condition de compatibilité : pour toutes sections inversibles s, s’
de L sur des ouverts U,U" de X,, la fonction f € D(UNU', 0% ) telle que

STUHU, = fsjynu satisfait la formule

—log |8l rer = —log [Islljprpr — log | flo-

Le produit de deux faisceaux inversibles métrisés (L, ||-||) et (L', ]-|’) sur
X, est le faisceau inversible métrisé (L @ L', ||-|") tel que, si s,s" sont des
sections de L et L' respectivement, alors

—log s @ s'||" = ~log||s|| — log||s|.

L’'inverse d’un faisceau inversible métrisé (L, ||-||) sur X, est le faisceau
inversible métrisé (L1 ||-||') tel que, pour toute section s € L on ait

—log [|s* V|| = log | s].

Le groupe abélien si obtenu est noté Pic(X; A°). 1l s’insére dans une suite
exacte longue

0= (X, 05)11) = T(X,, 0% ) = A°(X,) — Pic(Xy; A%) = Pic(X,) — 0.
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Niveau globale

Nous sommes maintenant préts pour définir globalement une métrique
lisse sur un faisceau inversible sur X.
On définit une métrique lisse sur L comme la donnée d’une famille (||-[|,,)enr(q)
de métriques lisses sur les faisceaux L, qui satisfait & une condition “adé-
lique” : il existe une courbe propre X sur un ouvert non-vide U de Spec(Z)
et un faisceau inversible £ sur X qui prolonge L, tels que

Il = [l

pour toute place non-archimédienne v de Q qui correspond & un point fermé
de U. L’ensemble des classes d’isométrie de faisceaux inversibles métrisés est
naturellement muni d’une structure de groupe abélien et noté Pic(X; A°).
Nous avons une suite exacte courte de groupes abéliens de la forme

0 — A%(X) — Pic(X; A%) — Pic(X) — 0.

ot A%(X) = @,(A4%X,)).
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